سال دوم آموزش متوسطه 
نظر ی (رشته‌های علوم تجربی ریاضی و فیزیک) - 
فنی و حرفه‌ای 


۱۳۹۱ 


برنمه‌ریزی محتوا و نظارت بر تألیف : دفتر برنامه‌ریزی و تألیف کتاب‌های درسی 
ام کتاب : ریاضیات(۲) -۲۳۲/۲ 


اعضای شورای برنامه‌ریزی ریاضی : بهمن اصلاح پذیر. دکتر علی ایرانمنش, دکتر ناصر بروجردیان. محسن جمالی, 
زین‌العابدین دهقانی ابیانهه دکتر اسدالله رضوی. حمیدرضا ربیعی. حسین 
رودسری, محمد هاشم رستمی. دکتر ابراهیم ریحانی. دکتر احمد شاهورانی» دکتر 
وحید عالمیان, سعید قریشی, دکتر حمید مسگرانی. دکتر سید محمد کاظم نائینی, 
شهرناز بخشعلی زاده و مینو رحیمی 


مولفان : دکتر علی ایرانمنش, محسن جمالی. حمید رضا ربیعی, دکتر ابراهیم ریحانی, دکتر احمد شاهورانی و دکتر 
وحید عالمیان 


آماده‌سازی و نظارت بر چاپ و توزیع : ادارة کل جاپ و توزیع کتاب‌های درسی 
تهران :خیابان ای انشهرشمالی-ساختمان‌شمار؛ ۴ آمو زش و پرورش (شهیدموسوی) 
تلفن : ۱۶۱-۹ ۱ ورنگار :۰ کدبستی : ۰۱۵۸۴۷۴۷۳۵۹ 
وب سایت : ۵۲۵۵۵۰50۰1۲ ۲۲۱۷۲۲۲۰ 
مدیر هنری و صفحه‌آرا : مریم کیوان 
رسام : هدیه بندار 
طراح جلد : مریم کیوان 
ناشر : شمرکت چاپ و نشر کتاب‌های درسی ایران : تهران - کیلومتر ۱۷ جاد؛ مخصوص کرج - خیابان ۶۱ (دارو پخش) 
تلفن : ۱-۵ ۰۴۴۹۸۵۱۶ دورنگار :۰۴۴۹۸۵۱۶۰ صندوق پستی : ۱۳۹- ۳۷۵۱۵ 
جابخانه : شرکت جاپ و نشر کتاب‌های درسی ایران «سهامی خاص» 
سال تشر و نیت چاب : چاپ چهارم ۱۳۹۱ 


شایک ۹۶۴-۰۵-۱۷۰۷-۰ ۰ 964-05-1707-0 151۲ 


اساس همه‌ی شکست‌ها و پیروزی‌ها از خود آدم ری ی ود: 
انسان اساس پیروزی است و اساس شکست است. 
ی 


امام خمینی(ره) 


1 مفهوم دنباله ۲ 

1 دنباله‌ی حسابی اه 

ٍ دنباله‌ی هندسی و رو ماو و رمرم مان رم موی ور ایا موی و و عونمم 9 

ویک شین بالات یک فا بد یک ره ی 
دنباله‌ی تقریبات اعشاری ۱ 
ریشه‌گیری اعداد حقیقی ۱ 
توان رسانی با توان اعداد گویا ۱ 
توان رسانی با توان اعداد حقیقی ۱ 

سس سس ۳ 

فصل ۲- تابع 

1 منهوم رابطه و تابع ۱ 

اه مفهوم تابع موم نمی جوصو مویکو و و وه بو عقاو خوو و ۲۱ 

دامنه و برد توابع و ۳۲ 
توابع خطی دهم ویو موی موس مومع نو نم موم و موه موه خوجوو ۸ ۳۷ 
نام‌گذاری توابع و 
وارون یک رابطه ۱ 
توابع یک به یک وم بو مد و و موه و وم و وو وه وی موی موه و ۲۷۲ 
بازه (فاصله) ۱۶ 
مقدار تابع در یک نقطه - نمایش جبری تابع ۳ 

.تسس 1 

فصل ۲- توابع خاص - نامعادله و تعیین علامت 

[ توابع خاص و حل نامعادله 2 

ر تابع ثابت ها وه و و رش ۵ 

* _. تابع قدر مطلق 10 

رسم نمودار پرخی از توایع درجه‌ی دوم به کمک اثتقال تابع ۳عد ‏ ()۴ ی 
توابع گویا 2 
توابع رادیکالی 9 
نامعادله و تعیین علامت و مک و و و و مره ول مس موی ۱۷۲۱ 


لگاریتم و تابع لگاریتمی ی 


تابع لگاریتمی جیست و جگونه ساخته می‌شود؟ مرو و ره رصق یی مرو دقرم 8ب 
محاسبه‌ی لگاریتم یک عدد 1 


معادله‌ی لگاریتمی 
قوانین (قضایا) لکاریتم‌ها ی 
حل معادلات لگاریتمی با استفاده از قوانین لگاریتم‌ها و 

نت رح 


فصل ۵ - منلنات 


زوایا و اندازه‌ی زوایا موه وق یاو مهو وو مووس و اه زو ساوسو مه 


ت 
ته واحد دیگری برای انداژه‌گیری زاویه مخ ماو موه موم و وه دم موه و 
۰ شناخت دایره‌ی مثلثانی و میم و که هه که ویر مشیم وه ساره هر رو مس هک هه ی 


نعیین مقادیر مثلئانی برای تمام زوایا ترتع ای در هر وه و ری هجو 5 
تایم مثلنات 7 
بخ سای 


منحنی توابع مثلثاتی دورو وی موه و و و وود وم بو وود وه و وه ماو 


کاربردهایی از مثلثات و و و و یی رد و وی و و و جر ۵ رم 


اه 
ِ جمع دو ماتریس موه وتو مرو هوجو رود وه مار در وا امه هر ها غرم روما مرو رهم او رو 


قرینه‌ی ماتریس 0 
ضرب ماتریس‌ها و 


۱۰۲ 


۱ 


۱۹۰ 


اندیشه‌ی ریاضی یکی از ابزارهای اساسی تفکر است و تقویت تفکر از اهداف برنامه‌های درسی و 
می‌گیرد. ا گر جه تفکر ریاضی تفکر تجریدی است ولی شهودی‌سازی ریاضی و توانایی به کارگیری ریاضی 
در حل مسائل روزمره | ز اهداف برنامه‌ی درسی است. باید به این نکته توجه داشت که بدون علم نمی‌توان 
جامعه‌ای مستقل, اد او سس بان فوجود امد ووضیات دزی علوم معیلو روگ بر قا شرا حسانب 
ی | به همین دلیل آموزش ریاضیات و فراگیری آن و به ویژه کتاب درسی دارای جایگاهی خاص است. 
کناب خاضر یه کر بداعن دوین شیده است که داش آموژ با در کی شدن دز فعالیت‌ها و تکالشداده شمه 
تدریج به درک مناسبی از ز مفاهیم ریاضی برسد و صدالبته این کار بدون کمک و راهنمایی معلم امکان‌پذیر 
نمی‌باشد برخی از ویدگی‌هایی که در تألیف این کتاب منظر بوده‌اند. عبارتند از : 

8 ایجاد تعادل نسبی بین مهارت‌های محاسبات صوری و درک مفهومی 

تأکید بر ارتباط بین ریاضیات و علوم دیگر و دنیای واقعی 

٩‏ استفاده از مسائل پاسخ باز 

توجه به دانش قبلی دانش‌آموزان 

۶ ایجاد اتصال و ارتباط بین جنبه‌های متفاوت یک مفهوم و نیز بین یک مفهوم و دیگر مفاهیم کتاب 


۰ سفادهاز تعریات عش دای آموز 

مزلفان به اين نکته واقفند که موانع زیادی برای تحقق کامل اهداف نوین آموزشی وجود دارد. عدم 
توجه جدی و پشتیبانی در امر اموزش معلمان ریاضی . شیوه‌های اموزشی نامناسب مرسوم و روند متداول 
کتاب‌های درسی در ارایه‌ی رویه‌ای از جمله اين موانع اند. با این حال امید است که به همت همه‌ی اعضای 
جامعه آموزش ریاضی کشورمان و به ویژه دبیران محترم ریاضی , با غلبه بر مشکلات موجود. حرکتی که با 
اف ای بای رای اما عنه ات ر کل کیو مر تفر ارو سای 


در خاتمه از همه‌ی عزیزانی که نظرات مناسبی برای اصلاح کتاپ ارایه کرده‌اند اعضای شوراي 
برنامه‌ریزی ریاضی . گروه‌های ریاضی استان‌ها » شرکت کنندگان در دوره‌های تأمین مدرس » دبیران منتخب 
شهر تهران و انجمن معلمان ریاضی تقدیر و تشکر می‌نمايیم . 


موّلفان 


زیبایی تلفیق الگوی عددی و هندسی به‌کار رفته 
در این معماری ایرانی- اسلامی اوج مهارت و 
در الگوی به‌کار رفته در نظام آفرینش به عظمت 


و قدرت خالق آن اندیشیده‌اید؟ 


مفهوم دنباله 

آیا می‌دانید که قاره‌ها ابتدا به هم پیوسته بوده‌اند و یک خشکی بزرگ را تشکیل می‌دادند و در 
علمی, اندازه‌ی حرکت قاره‌ها در هر ۱ میلیون سال حدود ٩‏ کیلومتر و ۲۰۰ متر می‌باشد. آبا به این 
موضوع فکر کرده‌اید که ممکن است قاره‌ها دوباره به هم بپیوندند؟ 


لت 


سال جاری بررسی کنیم. جدول زير اندازه حرکت قاره‌ها را در ۷ سال اینده نشان می‌دهد : 


هفتم | ثشم | پنجم | چهارم | سوم | دوم | اول ِِ 


۱- جدول فوق را تا پایان سال دهم تکمیل کنید. 


۳-اعداد ۵,۶۷ ۴, ۱۲,۲ را در داخل ماشین زير فرار دهید و اعداد به دست آمده را با 
اعداد سطر دوم مقایسه کنید و نتیجه‌ی حاصل از مقایسه را پنویسید. 


۵- اگر بخواهیم اندازه‌ی حرکت قاره‌ها را بعد از یک میلیون سال به دست آوریم. جه راه حلی 


‌ 


اندازه حرکت قاره‌ها الگویی دارد که با استفاده از آن می‌توانیم حرکت آن‌ها را در سال‌های 
مختلف برآورد کنیم. نگاه آگاهانه و دقیق و یافتن الگوهای مهارتی؛ برای حل مسئله و به طور کلی 
کشف ایده‌های ریاضی در پدیده‌های واقعی ضرورت دارد. در روند پیدا کردن یک الگو, سازماندهی 
و تنظیم داده‌ها از اهمیت خاصی برخوردار است. در مثال حرکت قاره‌ها, اگر عدد هر سال را با 
نماد 0 و اندازه حرکت قاره‌ها را با نماد م۵ نمایش دهیم, اطلاعات مربوط به اين مثال را به شکل 


زیر می‌توانیم نمایش دهیم : 
اندازه حرکت قاره‌ها بر 
حسب سانتی متر ِ 
۱ 2 2 ۱ 
۲ 2 27 ۲ 
۳ 2 27 ۳ 
۵ 2 ,2 8 


با توجه به جدول بالا می‌بينیم که اندازه حرکت قاره‌ها پس از 1 سال» 0 سانتی‌متر می‌باشد. 
0سانتی‌متر < اندازه حرکت قاره‌ها پس از سال 
به عبارت دیگر 0 < وه . ۳ استفاده از این تساوی می‌توأنيم اندازه حرکت قاره‌ها را در 
سال‌های مختلف محاسبه کنیم. 
اگر اندازه حرکت قاره‌ها را در سال‌های متوالی پشت سرهم بنویسیم, دنباله‌ای از اعداد به شکل 
و1 و و و۴ ,۲ 


اولین عدد در این دنباله, ۲ است و آن را جمله‌ی اول اين دنباله می‌نامند. جملات بعدی این دنباله 
اعداد ۴ , ۶ ,۸و .... هستند. 1 امین جمله این دنباله عدد ۲۵ انبتت< 


در فعالیت بعد دنباله‌ی دیگری از اعداد را بررسی می‌کنیم . 


2 


نت تکیت 


شماره‌ی ۳ شماره‌ی ۲ شماره‌ی ۱ 
با توجه به تغییرات کل بالا در هر مرحله : 
۱- جدولی تشکیل دهید که با استفاده از آن پتوان تعداد مریعات کوجک را تا شکل شماره‌ی ۶ پیدا 


کرد 
۲- رابطه‌ی بین شماره‌ی شکل و تعداد مربعات کوجک را حدس بزنید. 
۳- تعداد مربعات کوجک در شکل‌ها را با فاصله پشت سر هم بنویسید. 
۴- قانونی که الگوی بالا از آن پیروی می‌کند را به‌دست آورید و درستی آن را بررسی کنید. 
۵-با استفاده از الکو به دست آمده: مس امین عدد وا بیدا کنید, 


در فعالیت بالا اگر اعداد به دست آمده در هر مرحله را پشت سرهم بنویسیم, دنباله‌ای از اعداد 
به شکل زیر ساخته می‌شود : 
یت یت ۳۰۲ 


جمله‌ی اول این دنباله عدد ۱ و جمله‌ی دوم آن عدد ۴ و جمله ام آن 8 اسشتا. 


23 

هر تعدادی از اعداد را که پشت سرهم نوشته باشیم. یک دنباله از اعداد می‌نامند. 5 
۱ به هر عدد که در یک دنباله قرار گرفته است. یک جمله‌ی آن دنباله گفته می شود. 

با جمله‌ی «ام دنباله را که 7 یک عدد طبیعی دلخواه است. جمله‌ی عمومی دنباله ا[ 


ك 
۲ ۳ ۱ 


در برخی از دنباله‌ها الگویی وجود دارد که بر اساس آن می‌توانیم جملات آن دنباله را تعیین کنیم. 


‌ 


۱۳۳ 


از ۲ یک دنباله است که از اعداد زوج متوالی ساخته ده است. اگر جمله‌ی 
اول این دنباله را با ,2 و جمله‌ی دوم را با ,۵ و به همین ترتیب جمله‌ی ام این دنباله را با ۵ نشان 


دهیم. داریم : 
2۳ مه ..., 2-۸-۲۴ , ۲۶۳ < 2۶ م2 , 2۴-۲۲ 2۷ , ۲ < 2 


۲۳۳۳۳۳ 


در شکل ام جند تا است؟ 


۲- ابتدا سه جمله‌ی بعدی هر یک از دنبال‌های زیر را پیدا کنید. سپس جمله‌ی ام آن را بنویسید. 


۱ 


0 
۰۲ ۳*۰ 
در شکل ام جند تا است؟ 


ات 1 
تا له 


۲- شکل زیر سه ردیف از صندلی‌های یک سالن تثاتر را شتا می‌دهد .اگر تعداد صندلی‌های 
ردیف‌های بعدی از الگوی افزایش صندلی‌های این سه ردیف پیروی کنند. تعداد صندلی‌ها را تا 


ردیف هفتم به‌دست آورید : 


۱ ۱ 
و .۰ ۱۷ ۱۲ ۷ / اه 
۲ (ب (الف 


‌ 


۲- اگر جمله‌ی ام دنبای ۳ < ,2 باشد با تشکیل یک جدول, چهار جمله‌ی اول آن را بنویسید. 

۴-اگر یک مستطیل کاغذی را در هر مرحله با تا زدن نصف کنیم, تعداد مستطیل‌های به‌دست امده 
در هر مرحله را در یک دنباله بنویسید. جمله‌ی عمومی این دنباله را بنویسید. (اولین مرحله با اولین 
تا زدن آغاز می‌شود). 

۵- جهار جمله‌ی اول هر یک از دنباله‌های زیر که جمله‌ی عمومی آن‌ها داده شده است را بنویسید. 


۲ ۱ ۲ ِ ۳۳ ِ_ ۱ 
2۳ ,۸ (ج ۳ 27 ,4 (ب م2 8 (الف 
۶- حهار دنباله و حهار جمله‌ی عمومی دنباله بهوصورت زیر داده شده است. مشخص کنید که هر 


۳9 
۵ ۲ ۱۳۹ 
۵۳ ۴ ۴ 
بو یی ۳۱ 
۲ ۳ شت 
۱,۰ ۵7 + 2 
,۶۱۱۴۲۴ ۱ 
2 3 ۱ ۵ ۳ ۲ ۱ 
۷- اور ۲ یک عدد طبی باشد؛ ایا 0+-- م نواند قانون دنباله‌ی ..., ,رس - 
د طبیعی ؛ یا ۱ 


پاش دلیلبخود را بیان کید, 


۸- رضا اول هر هفته ۱۶۰۰ تومان پول توجیبی می‌گیرد و در کشسوی میز خود می‌گذارد و تا آخر هر 
هفته نیمی از پول کشو را خرح می‌کند. اگر از قبل, پولی در کشو نباشد. رضا در پایان هفته‌ی اول جه‌قدر 
پول در کشو دارد؟ در پایان هفته‌ی دوم جه‌قدر پول در کشو دارد؟ در پایان هفته‌ی سوم جه‌قدر پول در 
کشو دارد؟ پول‌های رضا در پایان هر هفته را به صورت یک دنباله در نظر بگیرید و جهار جمله‌ی اول این 
دنباله را بنویسید. بین جمله‌ی ام و جمله‌ی 1۲۱ام این دنباله جه رابطه‌ای وجود دارد؟ 


دنباله‌ی حساپی 


یک بازیکن فوتبال در هنگام بازی صدمه می‌بیند و مجبور می‌شود زانوی پای خود را عمل کند. 
۳ دقیقه به زمان دویدن روزان‌ی خود اضافه کند. هنگامی که زمان دویدن او به ۱۳۸ دقيقه در روز 
برسد, می‌تواند برای تیم خود بازی کند. 
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علی که از علاقه‌مندان این بازیکن می‌باشد. می‌خواهد بداند که اين بازیکن بعد از حند هفته 
می‌تواند بازی کند. علی جدولی به صورت زیر تشکیل داد تا بتواند قانون حاکم بر الگوی جدول را 


یت ویر او تعداد هفته‌ها را با 10 و زمان دویدن در هفته‌ی 0ام را با ,4 شان داده اسشت: 


۲- ,ج ‏ زمان دویدن روزانه 


۳-۱ +۱۸ - م۱2 ۳-۱۸ +۱۵ < 2 


تن تست سرت 


۱- به علی کمک کنید تا جدول را برای هفت هفته کامل کند. 

۲- جه رابطه‌ای بین زمان دویدن در هر دو هفته‌ی متوالی وجود دارد؟ 

۳- جمله‌ی 1ام را بر حسب جمله‌ی اول و 1 بنویسید. 

۴- با بهدست آوردن قانون حاکم بر الگوی فوق بگویید که این بازیکن بعد از طی جند هفته 
می‌تواند بازی کند؟ 

۵- اگر این بازیکن هر هفته ۶ دقیقه مدت زمان دویدن خود را افزایش می‌داد بعد از طی جه مدتی 

در فعالیت بالا با تشکیل دنباله‌ی نشأن‌دهنده ی میزان دویدن این بازیکن در هر هفته. دیده می‌شود 
که میزان افزایش بین هر دوجمله‌ی متوالی مقداری ثابت است. 


۵۱ 2۱۲+ ۳-۵ 


قبلی به دست می‌آید را دنباله‌ی حسابی می‌نامیم و به اين مقدار ثابت قدر نسبت دنباله 


1 
3 دنباله هایی که هرجمله‌ی آن (غیر از جمله‌ی اول) از افزودن یک مقدار ثابت به جمله‌ی 
می‌گوئیم . 


اگر اولین جمله‌ی یک دنباله‌ی حسابی 2 و قدر نسبت این دنباله ‏ باشد. جملات این 


دنباله به شکل زیر خواهند بود: ۱ 


سس ۳۰ ۱۲ 


270-۰ و.. و 2+۲ و 270 و 2 


لیم جمله‌ی «ام این دنباله 2+60-۱(۵ است. 


۳7 مس 


در فعالیت قبل. دنباله‌ی یت لوف یک دنباله‌ی حساپی ۳ فقدرسبت ۳ امتتاه 


۰» 


اس 


۱- ماشینی با سرعت ثابت ۷۰ کیلومتر در ساعت حرکت می‌کند و در حال دور شدن از شهر 
کرمان است. این ماشسین در شبروع حرکت ۱۵ کیلومتر با کرمان فاصله دارد. اگر فاصله‌ی این ماشین 
تا شهر کرمان را در پایان ساعت اول و دوم و سوم و چهارم بنویسیم. دنبال‌ای به صورت زیر تشکیل 
می‌شود : 


۸۵, ۱۵۵, ۲۲۵, ۵ 


۲- شمعی ۲۵ سانتی‌متری را روشن کرده‌ایم ۰ این شمع در هر دقیقه ۲ میلی‌متر کوتاه می‌شود. 
طول این شمع با گذشت زمان پس از هر دقيقه که می‌گذرد یک دنباله از اعداد به صورت زير تشکیل 
می‌د هد . 

و ۱۱۱ و ۲۱ ۳۱/۵ 

این یک دنباله‌ی حسابی است و هر جمله از اين دنباله با اضافه کردن عدد ۲- به جمله‌ی قبلی 
ب‌دست می‌آید .پس این یک دنباله‌ی.حسایی با جمله‌ی اول ۲۴/۸ و قدر شبت ۰/۲- انست: 
در دنباله‌ی حسابی . اگر قدرنسبت. مثبت باشد . جمله‌های دنباله به اندازه‌ی تاتتی ۱ 


افزایش می‌یابند و اگر قدرنسبت منفی باشد. جمله‌های دنباله به اندازه‌ی ثابتی کاهش 
لیم می‌يابند. 


ع 
۱- ..., ۱۴, ۰,۱۱ ۲,۵,۸ یک دنباله‌ی حسابی است. در این دنباله داریم : 2-۲ و01-۳ 
جملات این دنباله در حال افزایش هستند و جمله‌ی 1 ام این دنباله عبارت است از : 
۳۲۶۰۱ 2 ۳-۱ +۲ < م2 


نگ اور سا 


1- ... , 2۱ ,2,5 ,۱ یک دالهی حسایی است. در ان دنله دایم : ۱< ۸ و 
4-5 . جملات این دنله در ال کاهش هستند و جمل‌ی مان دنله عبرت است از : 
۵ ۳ ۱ ظ ۱ 
اب-۱ (۱- )۷ (س-) +ا< ره 
9 ۳ تس 2 


‌ 


نت 


شیر آبی در هر دقیقه ۳/۵ لیتر آب وارد یک حوض می‌کند. اگر این حوض از ابتدا ۲۵ لیتر آب 
داشته باشد, مقدا آب حوض را ون ای رت 


0 


2 


۱- با ذکر دلیل مشخص کنید کدام یک از دنبلههای زیر حسایی هستند؟ سپس الگوی ساختن 


۴ , ۲۱-,۱۸-, 2۱۵ (ب 0 اه رن 
۱ ۱ ۳ ۳ 
۳ و 
0 
۲ - اگر دو جمله‌ی اول یک دنباله‌ی حساپی" ۱و ۳ باشند. سه جمله ی بعدی این دنباله را بنویسید. 


(حند دنباله وجود دارد؟) 


۳- در دنباله‌ی حساپی ۰۰۰۰ ۳۰۰۰۰:2۵ 2۱:2۲:8 نشان دهید ,مره - ,2 مقدار ثابتی است. اين 


؟-اگر در جملات یک دنبای حسایی» ال عدد ‏ وبعد عدد 5 قرار گرفته باشند. جمله‌ی 


۲ ۱ 
وه 


۵- گر الاو تنیب جملاتمتوالی یک دناله‌ی حسای باشند, نان دهید :(2 +0 9-3 


۶- اگر جمله‌ی پنجم یک دنباله‌ی حساپی ۱۷ و جمله‌ی دوازدهم آن ۵۲ باشد. جمله‌ی عمومی 
این دنباله را هقرت مت 


۷- دنباله‌ی زیر به ازای حه مقداری از * ۰ یک دنباله‌ی حسابی خواهد بود : 


۱-7 , ۲+: , ۱ 


۸ نشان دهید که اگر جملات یک دنباله‌ی حسابی را در عددی ضرب کنیم. دنباله‌ی جدید نیز 


4- اگر زاویه‌های مثلئی را از کوجک به بزرگ مرتب کنیم و یک دنباله‌ی حسابی تشکیل شود, 
نشان دهید که یکی از زاویه‌های این مثلث ۶۰ درجه است. 


۰- مثلث قائم الزاویه‌ای ارائه کنید که طول ضلع کوجک آن ۱ باشد و اگر طول اضلاع آن را 
گرگ شور گرب کی بکه سانق سای سل دط اک ول شم کرک یقلت 
2 باشد. طول بقیه‌ی اضلاع را بر حسب ۸ حساب کنید. 


دنباله‌ی هندسی 


یکی از بازی‌های دوران کودکی به هوا انداختن توپ بود که در آن بارها شاهد به زمین خوردن و 
دوباره به هوا رفتن آن بوده‌ايم و احتمالا تعداد دفعات زمین خوردن و به هوا رفتن توپ برایمان جالب 
بوده است. اکنون که بزرگ‌تر شده‌ایم. می‌توانیم با توصیف ریاضی این بالا و پایین رفتن‌های توپ. 
درک عمیق‌تری از آن به‌دست اوریم. 


۱۳۳۳۹ 


توپی در اختیار داریم که هرگاه آن را از ارتفاعی به زمین رها کنیم در برخورد با زمین مقداری از 
انرژی خود را از دست می‌دهد و در هر برگشت به بالا به ۶۰ درصد ارتفاع قبلی خود بر می‌گردد. 


۱- اين توپ را از ارتفاع ۲۵ متری رها می‌کنیم. میزان ارتفاعی که توپ پس از اولین و دومین و 
سومین برخورد با زمين به بالا می‌اید را بنویسید. 


۲- هر جمله‌ی این دنباله با جمله‌ی قبلی حه رابطه‌ای دارد؟ 
۳- پس از 1 برخورد با زمین. توپ تا حه ارتفاعی بالا می‌رود؟ 


۴ آیا این دنباله یک دنباله‌ی حسایی است؟ 


دنباله‌هایی که هر جمله‌ی آن (غیر از جمله‌ی اول) با ضرب یک مقدار ثابت در جمله‌ی ۱ 
اس قبلی به دست می آیند را دنباله‌ی هندسی می نامند. 

هر کدام از دنباله‌های زیر یک دنباله‌ ی هندسی هستند. در هر کدام از آن‌ها هر خمله (خیر از 
جمله‌ی اول) با ضرب عددی معین در جمله‌ی قبلی ساخته شده شاه 


تسس بعت یر سح ره 


۵ ۷ب ۸ ۶۱۲ (الف 


,۰ (ج 


> 


ی 
۷ "۹۰ 


۱- وقتی می‌گویند در یک کشور نرخ رشد سالیانه‌ی جمعیت ۲ درصد است, یعنی جمعیت آن 
کشور در هر سال به میزان ۲ درصد جمعیت سال قبل, افزایش می‌یابد. فرض کنید یک کشور ۵۰ 
میلیون نفر جمعیت دارد و نرخ رشد سألیانه‌ی جمعیت آن ۳ درصد است. 

الف) جمعیت سال دوم جند برابر جمعیت سال اول است؟ جمعیت سال سوم چند برابر جمعیت 
سال دوم است؟ 

ب) جمعیت اين کشور را در سال‌های اول تا پنجم بنویسید. (می‌توانید از ماشین حساب استفاده 
کنید.) 

ج‌( این دنباله یک دنباله‌ ی حساپی يا یک دنباله‌ی هندسی است؟ 


۲- کدام یک از دنباله‌های زیر دنباله‌های هندسی هستند؟ دلیل خود را ارائه کنید. 


۱و۸و۴ 2۱,۲ (ب ی هی ها هی ماع ۵ ( ال 
ب.,(0 +۱)(-۱) , ۱-۲ ۱-2 (د و :۱ج 


در یک دنباله‌ی هندسی. هر جمله (غیر از جمله‌ی اول) با ضرب یک مقدار ثابت مانند ٩‏ در 
جمله‌ی قبلی به دست می‌آید. 4 را قدر نسبت این دنباله می نامند. اگر اولین جمله‌ی یک دنباله‌ی 
هندسی 4 و قدر نسبت آن ٩‏ باشد. جملات این دنباله به شکل زیر خواهند بود: 


1 
اس جمله‌ی «ام این دنباله ۲ 20۳ است. 
۳ ۹ ب - 2 ۱ 


ازجمله دانشمندان ایرانی و مسلمان که به معرفی دنباله‌ی هتیتی وب کار گیری ان پرداخته‌اند. 


رس 


لا سل 


ابوریحان بیرونی بوده است که در کتاب «راشیکات» به بحث راجع به آن پرداخته‌اند. 


۱ 2 


۱- اگریکی از جملات یک دنبال‌ی هندسی ۵ و جمله‌ی بعدی آن ۱- باشد. سه جمله‌ی بعدی 
اين دنباله را بنویسید. 

۲- ار یکی از جملات یک دنباله‌ی هندسی ۳ و جمله‌ی بعدی ۴ باشد, جمله‌ی قبل از ۳ را 

۳- اگر دو جمله‌ی متوالی یک دنباله‌ی هندسی به‌ترتیب ۵ (۰ 7 ۵) و 9 باشند. جمله‌ی بعد از 

کار ی زو وه تب مات سر آلی یک‌دنالای خی بان شان دهد وا ور 


دنباله را پنویسید. 
۶- در دنباله‌ی زیر عدد ‏ را طوری تعیین کنید تا این دنباله یک دنباله‌ی هندسی شود. مسئله 


چند جواب دارد؟ ج کر کطا 


۷- اگر مساحت یک دايره برابر ,5 و داخل آن دو دایره به شکل 
روبرو رسم کنیم و مجموع مساحت آن‌ها را ب5 بنامیم. با تکرار این 
علیات دنباله‌ی ۰.۰ ۳ ود و5 ٩,‏ شا می‌شود . 


نی غنومی این دنله را ب#خست ورد و قان دهد این یک تالای فقس استه 


9 


#- گر جملات یک دنباله‌ی هندسی را در عددی ضرب کنیم, نشان دهید دنباله‌ی حاصل نیز 
4- اگر جملات یک دنباله‌ی هندسی را به توان ۲ برسانیم. نشان دهید دنباله‌ی حاصل نیز یک 
۰- ایا یک دنباله می‌تواند هم یک دنباله‌ی هندسی باشد و هم یک دنباله‌ی عددی؟ توضیح دهید. 


۱- اگر و و...و 4۳ و2۷ و2 یک دنباله‌ی هندسی باشد و ۴ < 2۱8۳ و 2۶ 220 
جمله‌ی اول و قدر نسبت این دنباله‌ی هندسی را بیاپید. 


نزدیک شدن جملات یک دنباله به یک عدد 


دنباله‌های حساپی و هندسی دسته‌ی خاصی از دنباله‌ها هستند. در حالت کلی جمله‌ی عمومی 
یک دنباله می‌تواند شکل‌های مختلفی داشته باشد . برخی دنباله‌ها به گونه‌ای هستند که اگر به جملات 
آن‌ها نگاه کنیم, متوجه می‌شویم که این جملات به عدد خاصی نزدیک می‌شوند. 


۱۲ 


۱- در تقسیم ۱ بر ۳ خارج قسمت را تا ۱ رقم اعشار و ۲ رقم اعشار و ۳ رقم اعشار و ۴ رقم 
اعشار به دست اورید. 


۲- خارج قسمت تقسیم‌های فوق را در یک دنباله بنویسید. 
۳- جه الگویی در جملات این دنباله وجود دارد؟ جمله‌ی ششم این دنباله جیست؟ 


۴- تفاضل شش جمله‌ی اول این دنله را از > حساب کنید و لیا بن تفاضل‌ها را تشکیل 
دهید . 

۵- جه الگویی در جملات دنباله‌ی تفاضل‌ها مشاهده می‌کنید؟ جملات دنباله‌ی تفاضل‌ها به جه 
عددی نزدیک می‌شوند؟ 

۶- جملات دنباله‌ی اصلی از خارج قسمت‌ها به حه عددی نزدیک می‌شوند؟ 


کت 


ست 


اگر جملات دنباله‌ای را از یک عدد معین کم کنیم و جملات حاصل, به صفر نزدیک 


["شوند. گوییم جملات آن دنباله به آن عدد نزدیک می شوند. 


نت اب۱0۳۳ 


5 


سس ۳ 


كت 


در تقسیم ۲ بر ۳. خارج قسمت‌ها از ۱ رقم تا 0 رقم اعشار دنباله‌ی زیر را تشکیل می‌دهند. 
مد ی ۴ وی و ۴ و 2۴ 


فاضا ات این وفاله او مشک ورسخ 
۳ ۲ ۲ ۲۰-۱۸ ۶ ۲ ور ۲ 


۳ ۳ ۱۰ ۳۰ ۳۰ ۳ 

هون ۲ 

۳ ۳ ۵۰ ۳۰ ۳۰۰ ۳ 

یا ۶ دب ووع/۰- ۲ 

۳ ۳۰ ۰ ۳۰۰۰ ۳۰۰۰ ۳ 

۷ ۷ ۱۹۹۹۸ ۶۴۴۶ مووورن ۲ 

۷ م۳ »۳۹۰ ۱۰۰.۰ ۳ 

دنباله‌ی تفاضل به شکل زیر است : 9/۲ ۱۰۵۰۲" ۰۸۰۲ ۰/۲ 
و ۳ 9 ۳ 9 ۳ 7 ۳ 


همان طور که دیده می‌شود. جملات دنباله‌ی تفاضل به صفر نزدیک می‌شوند. پس جملات خود 


دنباله به ۷ لزدیک هی شموند. 


تب 


حملات یک دنباله‌ی ثابت مانند : و0 ...و4 و4 و4 به همان مقدار ثابت دنباله نزدیک می‌شوند. 
قرات شالت شا مات دنالنف رای هتاا ماد هید که یکی فقو 


4 


با تقسیم ۱ بر ٩‏ خارج قسمت‌های به‌دست آمده در هر مرحله را در یک دنباله بنویسید. این دنباله 
به حه عددی نزدیک می‌شود؟ دلیل خود را ارائه دهید. 


دنبال‌ی تقریبات اعشاری 


در بخش قبل دیدیم که برای هر عدد گویای 2 با انجام عمل تقسیم ۵ بر و نوشتن اعدادی که 
در خارج قسمت به‌دست می‌آیند. دنباله ای از اعداد اعشاری می‌توان ساخت که جملات آن به عدد 


۳۹ 


گویای ۰ نزدیک می‌شوند. 


در فعالیت زیر خواهیم دید که جگونه می‌توانیم برای هر عدد حقیقی( گویا یا گنگ), دنباله‌ای از 
اعداد اعشاری به دست آوریم که جملات آن رفته رفته به آن عدد نزدیک می‌شوند. 


پیت نیت 


۰ ۸ ۳ 2 ۳2 
فرض کنید 2 عددی پین ۰ و ۱ باشد. مثلا : م7 * ۰ شما عدد دیگری را در نظر بگیرید. 


۱- روی محور اعداد. فاصله‌ی بین نقاط متناظر » و ۱ را به ده قسمت مساوی تقسیم کنید. 
اعداد متناظر اين نقاط جدید را به صورت اعداد اعشاری بنویسید. بین کدام‌یک از این اعداد 
قرار می‌گیرد؟ رای عده -* داريم : 2۰/۵ > ۰۸۳۴ 
قرار می گیرد؟ برای عدد مب داریم : ۳ 

تیش کمای ای ی تال سا که تالا کانزیيم ها پوت ایب این 
بنویسید. 5 بین کدام‌یک از این اعداد قرار می‌گیرد؟ 

‌ ۰ _ ۳ 

در مورد عدد 7 این عدد بین ۰/۴ و ۰/۵ بوده است و پس از رسم بزرگ‌تر این فاصله و تقسیم 
آن به ده قسمت مساوی داریم : ۰/۴۳ > > ۳۷ /۰. 

۳ با بزرگ‌نمایی فاصله‌ی بین نقاط متناظر دو عدد قسمت بالا که * بين آن‌ها بوده است این 
بنویسید. > بین کدام‌یک از این اعداد قرار می‌گیرد؟ 

در مورد عدد -* این عدد ین ۰/۴۲ و ۰/۲۳ بوده است و پس از رسم بزرگ‌تر این فاصله و 


۷ 
تقسیم آن به ده قسمت مساوی داریم : ۰/۴۲۹ > 7 > ۰۰/۴۷۸ 
با تکرار مراحل فعالیت بالا در هر مرحله اعدادی اعشاری به‌دست می‌آیند و دنباله‌ای تشکیل می‌دهند 
که به عدد انتخاب شده نزدیک می‌شوند. در مورد عدد ت این دنباله به کل زیر است. 
۰۴۲۸۱۰۴۲۸۵۰ ۰/۴۲ ۰۴ 
۱ برای هر عدد حقیقی مثبت می‌توان دنباله‌ای از اعداد اعشاری ساخت که جملات آن به ‏ 
نزدیک می شوند. جمله‌ی «ام این دنباله یک عدد اعشاری با « رقم اعشار است و هر جمله‌ی ‏ ] 


آن با اضافه شدن یک رقم اعشار به جمله‌ی قبلی به دست می آید. این دنباله را دنباله‌ی 
"۳ تقریبات اعشاری ت می نامند و جمله‌ی 9ام آن را تقریب اعشاری: با 7 رقم اعشار می نامند. 


1 


ات اس ست سس" 


‌ 


ی ۳ 


۳۳۹۳۳ 


با تقسیم ۱۱ بر ۶ در خارج قسمت به ترتیب اعداد زیر ساخته می‌شوند که دنبال‌ی تقریبات 


۲۱ 
۱/۸۳۳۳ و ۱/۸۳۳ ۱/۸۳ و ۱/۸ 


ی 


2۱ در مورد هر یک از دنباله‌های زیر حدس بزنید جملات این دنباله‌ها به جه عددی نزدیک 
می‌شوند و با تشکیل دنباله‌ی تفاضل حدس خود را پیازمایید. 


۹ :۹ ۶ نب ۹۹,۰ (الن 
۰۱ ۵ ۵ ۵۵ (ج 


۳- اگر قدر نسبت یک دنبال‌ی هندسی عددی بزرگ‌تر از ۱ باشد و جمله‌ی اول آن صفر نباشد, توضیح 
دهید که حرا جملات این دنباله به عدد خاصی نزدیک نمی‌شوند؟ 

۴ اگر قدر نسبت یک دنباله‌ی هندسی برابر ۱ باشد. جملات این دنباله به حه عددی نزدیک 
می‌شوند؟ 

ها اگر ‏ عددی باشد که در نامعادلات زیر صدق می‌کند. حهار جمله‌ی اول دنباله‌ی تفریبات 


اعشاری آن را بنویسید . 
اه ۱ بو ۱۳۱ ۱۵۸ ۲۶۰ 


۶و جیلای اول قریات اقشاری ۲ را با اساقه از روین فایت ابو بقی بش سیل: 
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ريشه گیری اعداد حقیقی 


در سال گذشته با ریشه‌های دوم و سوم اعداد حقیقی آشنا شدیم. فرض کنید 16 یک عدد طبیعی 
بزرگتر یا مساوی ۲ باشد. 


عدد حقیقی 0 را یک ریشه‌ی > ام عدد حقیقی 2 نامیم هر گاه: 0*۵ 


فش وا و متا مج 


۱- عدد ۴ یک ریشه‌ی سوم ۶۴ است. زیرا ۶۴- ۴۳ . همجنین عدد ۲ یک ریشه‌ی چهارم 
ات را 2۱۶ : 


۲- عدد (۲-) یک ریشه‌ی پنجم ۳۲- است. زیرا ۳۲- - (۲-) . 
اگر زوج بائد. فقط اعداد نامنفی ريشه ام دارند(جرا؟) و اگر 0 یک ریشه‌ی ام عدد نامنفی 
2 باشد آنگاه 9 نیز یک ریشه‌ی ام ۵ است: ژر - گم اس ۰ 


برای >اهای زوج» آن ریشه‌ی >ام عدد نامنفی ۸ که نامنفی است را با 1/۵ نشان می‌دهند. 


10۶-۲۰ 1۶-۲, ۷۸۱-۳ ۵ ۲ 


برای 16 های فرد هر عددی, مثبت یا منفی, منند ۵ ریشه‌ی کلام دارد و فقط یک ریشه‌ی لام دارد که 
با 1/2 نشان می‌دهند. برای >های فرد. علامت 1/2 و علامت ۸ یکی است. (حرا؟) 


۴-(6 فرد است) ۱-- 3-۱ , ۲-- 9-۳۲ 


توجه داشته باشید که ريشه ام یک عدد مانند ۸ را که با ٩/۵‏ نشان داده‌ايم, عددی است که 
علامت گداری: 12 در حالتی که ۵ منفی و 1 زوج بائد معنا ندارد و هر وقت از اين علامت 
استفاده کنیم به طور ضمنی فرض بر آن است که اگر 1 زوح بائند ۵ تامتفی اسست: 
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۱- فرض کنید »1 یک عدد طبیعی فرد است. توان کم جه عددی برابر ‌ است. نتیجه بگیرید ؛ 
- "و 
7-0 4 
۲- فرض کنید »1 یک عدد طبیعی زوج است. توان >ام چه اعدادی برابر * است؟ توان >لام 
حه عدد مثبتی برابر 2 است. نتیجه بگیرید : || - ول . 
۳- بنابه تعریف دیدیم : 2 - *(2/) . مقدار *(2/0/) را حساب کنید و نتیجه بگیرید : 
۴- از تساوی بالا استفاده کنید و نشان دهید : 2(۳) - ول . 


۵- دلیل درستی تساوی‌های زیر را پیان کنید. 
«- کول - (0۷3/«(۳) - ۳( /11) 


زین تسای‌ها تیه بگیرید : ۷ - 1/0 


‌ 


۲ - 1۸-۸ (ب ۳ -2- 1/۲۰۳ - 1/۶ (الل 


توان‌رسانی با توان اعداد گویا 

پدر محمد یک زیست‌شناس است و در آزمایشگاه روی باکتری‌ها کار می‌کند. در یک آزمایش 
وک نوع باکتری, دیده شد که در شرایط مساعد وزن اين باکتری‌ها در هر ساعت ۲ برابر 
می‌شود . 

نابراین اگر با ۱ گرم باکتری شروع کنیم. در پایان ساعت اول» دوم؛ ۰۰۰۰ #ام» وزن باکتری‌ها را 
می‌توانیم از دنباله‌ی زیر پیدا کنیم. 

۲۰ 
محمد از پدرش پرسید : آیاپاید حتماً نا پایان ساعت منتظر شویم؟ آیا می‌توانیم وزن باکتری‌ها را 


1" 


پس از نیم ساعت هم پیدا کنیم؟ 
پدر محمد گفت : تو فکر می‌کنی پس از نیم ساعت وزن باکتری‌ها حهقدر شده باشد؟ 


محمد گفت : حدس می‌زنم وزن آن‌ها ۳ گرم شده باشد. 

پدر محمد گفت : ۲ حه‌قدر است؟ 

محمد گفت : نمی‌دانم ولی باید بتوانیم مقدار آن را بيابیم. اگر فرض کنیم در هر نیم‌ساعت وزن 
پاکتری‌ها د برابر شوت رز این صیرت عد از یک سباعت وزن باکتری‌ها رای 99 می‌تنودر 
اه ظرقی نس ایک ساعت با کرق‌ها در ایرپ موی ۲ ۱ مقاانق ۲ له اوراط 
بت است) پس : آل - و 


۲۳۳ 


۱ 

۱- با تکرار روش مشابه جه مقداری برای ۲۳ به دست می‌آورید؟ 
۱ 

۲- با تکرار روش مشابه حه مقداری برای ۲۶ به دست می‌آورید؟ 

۳- اگر باکتری‌ها در هرساعت ۳ برابر می‌شدند. و با ۱ گرم باکتری شروع می‌کردیم. وزن باکتری‌ها 
۱ ۱ 


۴- با روش‌های مشابه جه مقداری را برای ۳۲ و "۳ به دست می‌آورید؟ 

۵- اگر 2 عددی مثبت و 1 یک عدد طبیعی باشد. جه مقداری را ِ پیشنهاد می کنید؟ 

۶- اگر 2 عددی مثبت و 0 یک عدد طبیعی و 9 یک عدد صحیح باشد. جه مقداری را برای 
* پیشنهاد می‌کنید؟ 

فعالیت بالا نشان می‌دهد که برای یک عدد حقیقی مثبت 2 و عدد گویای ِ که ] عددی صحیح 


و 1 یک عدد طبیعی است؛ ۹ که توان تام ۸ نام دارد, به شکل زير تعریف می‌شود : 


۳ 1 
۶۲-۸۶-۵4 ۴۲-۴۳-۲۸ 
۳ 

۲۵ - )4/۷/۲(۲ 2۱۲ 2۱۷۸ ۲ 


_ِ 


اک ار یایاده آ وتان ماش انعر 
گویا حساب کنید و پس از ساده کردن؛ نتیجه بگیرید که همگی آن‌ها با هم براپرند. 

۲- اگر 0 یک عدد صحیح و 0 یک عدد طبیعی باشد. برای یک عدد طبیعی >1 داریم ۳ - ۲ 
با استفاده از تعریف توان 9 اعداد گویا با محاسبه‌ی هریک از توان‌رسانی‌های داده شده 


۲ 
پس | باه کرفن تشه بکیر ند ۱ رم (محها 


قوانین توانرسانی توان‌های صحیح برای توان‌های گویا نیز برقرار انیت . در زیر 2و 0 دو عدد 
خیقی تور و فد کریا هس 


۳ 
۴ ۶( ج) 
۴ - "(20) 


با نوشتن ۲ و ٩‏ به صورت تقسیم یک عدد صحیح بر یک عدد طبیعی و استفاده از تعریف 
توان‌رسانی به توان اعداد گویا و استفاده از روابط ريشه گیری درستی این تساوی‌ها را می‌توان 


به‌دست اورد. 


‌ 


۳ _ 1۳ ۳ 
۸ 2۲۳2۵۲ ۰ 2۲ ( ۱ ۷۲(۲)::( 
۱ ۱ ۱ ۱ 
۲ 2 ۴*۰۲ - ۴۲<۲۲ - ۴«۷۲) - ۸۲ (ج 


نت 


۱-برای هر عدد گویای ۲ نشان دهید : ۱< ۰.۳ 


22 ۱ ۳ 
۲- برای هر عدد گویای 7 و عدد حقیقی مثبت 8 نشان دهید : 2 " 2 
۳- عدد ۶۴ را به صورت یک عدد رادیکالی با فرجه‌ی ۳ بنویسید. 
۴-ورشه گیری‌های زیر را بر حسب توا ها کوبا لو تسا ون تا سوه من 


ريشه گیری بنویسید. 
۷۴۸( ۰ 11۷*۰۱۴ (ب ۵ (الف 
۵- برای هر عدد حقیقی مثبت 2 و اعداد طبیعی 90 و 1 درستی تساوی زير را نشان دهید. 
0 
۶- فرض کنید 2 عددی بزرگ‌تر از ۱ باشد. با ضرب طرفین ناسساوی ۶ >۱ در 2 و ضرب 
تسد باون ذییت اد در 2 و ادامه‌ی این عمل نتیجه بگیرید : 
ای و ۱ 
اما اک وتو تاو کف از ۲ پاشتیا رش شاه شان وهل:؛ 


ون 
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توان‌رسانی با توان اعداد حقیقی 


محمد که توانسته بود توان‌رسانی به توان اعداد گویا را تعریف کند. به این فکر افتاد که آیا 
می‌توان, توان‌رسانی به توان اعداد گنگ را هم تعریف کرد. مثلاءآیا می‌توان ریت گرفنو 
محمد نزد دییر ریاضی خود رفت و از او کمک خواست. دییربه او گفت از تجربه‌ی خود در 
تعریبف ۳۲ استفاده کند. ۱ 
محمد گفت : در تعریف ۳ از وزن باکتری‌هایی که در هر ساعت ۲ برابر می‌شدند استفاده کردیم. 
اگربا ۱ گرم باکتری شروع می‌کردیم. پس از ۶ ساعت که ] یک عدد گویا است. وزن باکتری‌ها ۲۳ 
گرم بود. بنایراین پس از له ساعت یز وزن باکتری‌ها باید ۲۳ گرم باشد. 
گنای انیس بای ۳ انس ره اور ای کنو 


۱ 
محمد گفت : در محاسبه‌ی ۲۲ از ریشه‌گیری استفاده کردیم اما برای محاسبه‌ی ۳ راهی به 


نظر من نمی‌رسد. 
دییر گفت + در کار کردن با اعداد حقیقی معمولا محاسبه‌ی دقیق امکان‌پذیر نیست و بهتر است 
دنبالیافتنتقریبات اعشاری آن‌ها بایم. آیامیتوان تقرییات اعشاری ۲۳۲ 
محمد گفت : این ممکن است. زیرا ما تقریبات اعشاری ۲+ را می‌شناسیم که دنبله‌ای به شکل 


زير است. 


را به دست اورد؟ 


۱ ۱۳۴ 
پس با محاسبه‌ی مقدارهای .... ۳۳ ۹ ۲/۴ می‌توانیم مقدارهای 
تفریبی ۳/۲ را به‌دست آوریم. 
دبیر گفت : درست است. سپس افزود به طور کلی می‌توان همانند توان‌رسانی به توان اعداد گویا 
برای اعداد حقیقی توان‌رسانی را تعریف نمود. دلایل آن را سال‌های بعد می‌بینید. شما با این روش 
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۳ 


جرا برای هر عدد حقیقی 0 می‌توانیم نشان دهیم : 2۱ ۱۳ ؟ 


توان 0ام 2 را با 2 نشان می‌دهند. توجه داشته باشید که در توان رسانی, پایه همواره عددی 
مثبت است ولی نما هر عددی می‌تواند باشد. 

قوانین توان رسانی به توان اعداد گویا برای توان رسانی به توان اعداد حقیقی هم برقرارند. در 
زير 2 و 6 اعداد حقیقی مثبتی هستند و 9 و 0 اعداد حقیقی دل‌خواهی هستند. 


0 و - 2 


)20(۲ - 


ات نیت 


۸ << ۲۳۳ ا۵ - ۵۲ ۷۳ ۵ (الف 
۳- (۳ل) - آ/(۳/) - (۳۹/ه) (ب 


ک(- )۱+۱ )کساج ۳ (۱-) ۳ 


هو 


- مقدارهای زیر را حساب کنید. 


۳۲ (ب ۷۲ ۷۷۳ (الف 
۱ 
1۳ (۲ل + ۱۷۲۱/۳ (۰۷/۳۰-۰۷۲) (د 0۳ (ج 


‌ 


امقذار تاو رابه گرزهای تین کنید که ۷۲ ۶ برایر ۲ کنود, 
مان وهی 2 ۱۲ را ۲ پیات 


۳- نشان دهید : ((/) - "6 . (۰ه) 


۴- برای اعداد حقیقی مثبت 2 و و اعداد حقیقی 9 و 4 نشان دهید : 


سا رل اس و برای هر عدد حقیقی مثبت ۵ و عدد حقیقی دلخواه 


تا شان دهد ؛ (۲ )- 2۲ و تتیجه بگیرید : ت همواره عددی مثبت است. 


مفهوم رابطه و تابع 

در موارد زیادی پدیده‌های پیرامون ما با یک‌دیگر در ارتباط هستند. به طور مثال «رشد» 
پدیده‌ای است که با زمان در ارتباط است. تغییرات رشد در موجودات زنده نوعی وابستگی به 
تغییرات زمان دارد. تغییرات در درجه حرارت و تغیبرات ارتفاع به یکدیگر وابسته هستند نبا تخر 
یک دایرهبه شعاع آن وابسته است. بنابراین طبیعی به نظرٍ می‌رسد که این ارتباط‌ها را به طور دقیق‌تر 
مطالعه کنیم و در نتیجه کنترل و آگاهی بیشتری درمورد | ن‌ها و نیز اسرار خلقت داشته باشیم 

ید شترشما نمودارهای وزن و باق یک کودک از بو تود تا هتگام رود به دوه ر 
دیده باشید. شکل (۱) نمودار تغییرات وزن یک کودک طبیعی را | ز هنگام تولد تا یک سالگی نشان 


۱ 


می د هد ‌ 


خ ص 
ص 


وزن(کیلو گرم) 
و هر جر ام مد چم مه مس مت و 


زمان(مام) ۱۲ ۱۱ ۱۰ ٩‏ ۸ ۷ ۶ ۵ ۴ ۳ ۲ ۱ 
شکل۱ : نمودار تغییرات در وزن یک کودک طبیعی 
هنگامی که پزشکان می‌خواهند درمورد رشد وزن یک کودک اظهار نظر کنند. نمودار ِ 
با نمودار شکل ( ۱) مقایسه می کنند. سس 
با 


۱.برای سادگی یک نمونه از نمودارهای واقعی ارائه شده است. 


ح 


حد ۰ 


جدول زیر نشان دهنده وزن یک کودک است که در پایان هرماه طی یک سال؛ توسط پزشسک (یا 


۱٩ ۱۰ ۱۷۲‏ ۸ ۱ ۷ ۱ ۶ اه ۳۱۴ ۳ ۱ ۱ ۰ ۱ زمان(ماه) 
۵ ۶/۵ ۵ ۱/۸۳/۳۸۷۵ وزن(کیلوگرم) 
الف) به نظر شما در فاصله زمانی تولد تا سه ماهگی, رشد کودک با کدام‌یک از جهار وضعیت 

شیاین دا ده تیه در شکل (۲) مطابقت دارد؟ 


ب) در حه فاصله‌ی زمانی وزن او ثابت مانده است؟ 

ج) اعداد داده شده در جدول را روی شکل (۱) مشخص کنید. نقاط به‌دست آمده را به یک‌دیگر 
وصل کنید تا نمودار جدیدی به‌دست اید. با مقایسه‌ی این نمودار با نمودار اصلی» رشد کودک از 
نظر وزن را در طی یک‌سال بررسی کنید. 

اگرجه وزن کودک در فاصله‌ی بین ماه‌ها اندازه‌گیری نشده بود ولی به کمک نموداری که 
رسم کرده‌اید. می‌توانید وزن او را در فاصله‌ی بین ماه‌ها نیز به صورت تقریبی تعیین کنید . 

اطلاعات داده شده در جدول را علاوه بر این‌که به صورت یک نمودار می‌توان ارائه کرد. به 
صورت‌های دیگر یز می‌توان نمایش‌داد. مثلا؛ می‌توائیم ماه‌های یک سال را در مجموعه‌ای ماتند ۸۸ 
و وزن‌های نظیر کودک در هر ماه را در مجموعه‌ای مانند 13 نمایش‌دهيم (کل ۳). همحنین برای 
نشان دادن وابستگی و ارتباط بین اين دو مجموعه, هر عدد در مجموعه‌ی ۸ را با یک پیکان به 
عدد نظیر آن در مجموعه‌ی 13 وصل می‌کنيم . این گوثه تمانش رانطه‌ی بین دو فجموعهرا «نمودار 
ون» می‌نأمند. 


بت 


با توجه به فعالیت بالا» نمودار ون داده شده در شکل (۳) را تکمیل کنید : 


خر وه عم مه مه وم دص و 2 
9 
ت 


حِ 
4 


هر یک از سة روش که برایشان دادن واشتحی و ارتباط بین دو محموعه ذکر شد (حدول. 
نمودار و نمودار ون) دارای مزایایی است . شمیوه و نوع مطالعه پدیده‌ها بر استفاده | ز یک یا چند توع 


نمایش تأثیر می‌گذاود. در هر حال هر یک از سه نمایش ذکر شده. نمایش یک «رابطه» یا وابستگی 
بین اعضای دو محموعه هستند. 


ص7۳۳ 


فیک (۲)تبودار مان تلد یک تحخضرلن کقاررزی را در لها ۶۱۳۸۳ ۱۳/۸۷ 
نشأن می‌دهد . 


میلیون‌تن 
هر اج اک مد چم مه ابص وه 
۰ 


سال 


۷ ۸۶ ۸۵ ۸۴ ۸۲ 
شکل؟ : نمودار میزان محصول کشاورزی 


الف) نمایش‌های دیگر این رابطه (جدول و نمودار ون) را ارائه کنید. 
ب) نقاط ۸ و 13 و ) و (] و 7 هر یک جه جیزی را بازگو می‌کنند؟ 
ج) آیا این امکان وحود دارد که در یک سال معین, میزان محصول وی دو عدد متفاوت 
باند؟! ایا سال‌هایی را می‌توان یافت که میزان محصول تولید شده در آن سال‌ها یکسان باشد؟ 
اگر در شکل (۴) محور افقی را محور طول و محور عمودی را محور عرض در نظر بگیریم. 
مختصات هر یک از نقاط داده شده را می‌توان با یک «زوح» از اعداد به صورت زیر نمایش داد : 
0,۸ ,ع۵ظ ۵ 130۵۸۴6 ۰ ۸۸۳۰۱ 


ترتیب نوشتن اعداد در هر زوح مهم است ورن های(۸۳,۲) و (۲.۸۳) برابر نیستند و 
دو نقطه متفاوت را د ریک دستگاه مخصات شان مس دهد . از این جهت به هر یک از زوج های 
متناظر با نقاط ۸ تا ت یک «زوج مرتب» می‌گویيم . حال اگر همه این زوج های مرتب داده شده را 
در مجموعه‌ای قرار دهیم, , یک نمایش دیگر برای رابطه ارائه شده در فعالیت (۲) به‌دست می‌آید. 
مجموعه‌ی  :‏ ((۸۳۰۳,)۸۴,۳(,)۸۵,۶(,)۸۶,۴(,)۸۷,۸)) 


نمایش زوح مرنبی رابطه‌ی داده شده می‌باشد. در زوح مرتب (۰)۸۵,۶ ۸۵ را مولفه‌ی اول و ۶ را 
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۲-شکل (۵) نمودار ارتفاع پرواز یک پرنده از سطح زمین را. در طی ۱ دقیقه نشان می‌دهد. 


زمان(انیها.ع. مه مج .۳ ۶ ۱ 
شکل۵ : نمودار ارتفاع یک پرنده 
د) آیا این امکان وجود دارد که پرنده در یک زمان معین در دو ارتفاع متفاوت از سطح زمین باشد؟! 
هم آیا زمان‌هایی وجود دارند که در آن‌ها پرنده ارتفاعی یکسان از سطح زمین داشته باشد؟ 


نت تست 


شهرهای تهران, مشهد. اصفهان, شیراز و تبریز در یک سطر جدول زير نوشته شده‌اند. در سطر 
دیگر جمعیت آن شهرها را به طور تقریبی بنویسید. 


یا[ ال ۶ 
۱ ۱ جمعیت(میلیون نفر 


الف) با استفاده از محورهای مختصات نموداری برای رابطه‌ی داده شده در جدول رسم کنید. 
همجن این رابطه را با نمودار ون نمایش دهید. 

ب) یا امکان دارد که یک شهر دو جمعیت مختلف داشته باشد؟ یا هطور کلی ان امکان وجود 
دارد که دو یا جند شهر جمعیتی یکسان داشته بائند؟ 


مفهوم تابع 


در این‌جا ویژگی‌های مشترک رابطه‌های ذکر شده در صفحات قبل را مرور می‌کنیم. همان‌طور 
که درمورد تغییرات وزن یک کودک دیدید این امکان وجود دارد که در پایان همه‌ی ماه‌ها, کودک 


دارای وزن‌های متفاوت باشد (نمودار رئد یک کودک معمولی). همجنین ممکن است در پایان دو يا 
جند ماه مختلف دارای وزنی یکسان باشد و به عبارت دیگر وزن او ثابت مانده‌باشد. اما : 


غیر ممکن است که یک کودک ,در پایان یک ماه معین دو يا چند وزن متفاوت داشته 
باشد». 

کی ی ات که ایا یک تا ی با سول ی وب 
مقدار متفاوت باشد». ۱ 
- ۱ 
سشد ) 

و سرانجام غیر ممکن است که یک شهر «در یک زمان معین دارای دو با چند جمعیت 
77 متفاوت باشد». 


زو 


هن ما0 می‌کنید؟ در ریاضیات به حنین رابطه‌هایی یک 
«تبع» گفته می‌شود. به عبارت دقیق‌تر : 


سب 
وت 


یک تابع از مجموعه‌ی ۸ به مجموعه‌ی 8 رابطه‌ای بین این دو مجموعه است که در آن -- 


به هر عضو از۸ دقیقاً یک عضو از 3 نظیر می‌شود. 


می‌توان با استفاده | ز نمایش‌های مختلف یک رابطه, در مورد تابع بودن آن رابطه قضاوت کرد. 
مثلا به کمک نمودار ون می‌توان تابع بودن یک رابطه را بررسی کرد . به عبارت دیگر با توجه به مفهوم 


تابع : 


سس 


یک رابطه بین مجموعه‌ی ۸ و مجموعه‌ی 3 که با نمودار ون نمایش داده شده است. 


گنها در صورتی تام ات که ز هرحضو هدفه مک وسکن غارع شود 


سس تا سس 


این نکته را یف دوم کر منیا وا 


ون در نظر گرفت. 


۷۳۳۳۳ 


با تکمیل جملات زير برای تشخیص تابع بودن یک رابطه, هنگامی که آن رابطه به صورت نمودار 
يا زوح مرتب ارائه می‌شود. معیارهایی به‌دست اورید. 


‌ 


۳ 


از توا رات اب ها اب دار بت اب ۲ 
موازی محور عرض ها نمودار را حداکثر بان سا بت سود تسه سس سس کج و و و ود و و دص و دحا که هط عات هت ۵ سس سا لد مد ور 


۱ ریک اهب ور مجیوی رو دای هر مه ی ۳ 
۱ تابع است که هیچ دو زوج مر تب متمایزی! در آن سپ 


توجه داشته باشید که ممکن است یک رابطه‌ی دلخوا» تابع نباشد. به طور مثال رابطه‌های زیر تام 


ن دیستتنلد ۰ 


۲۳ 


۱-فرض کنید مجموعه‌ی ۸ شسامل سه دا نش آموز بهنام‌های 
محمد. حسین و امید و مجموعه‌ی 13 شامل ورزش‌های مورد 
علاقه‌ی آن‌ها یعنی والیبال و فوتبال باشد. جرا این رابطه یک 


- نمدر مقال رال ین مموعهی اعددطیعی ۲۱۱« ۲ 
نشان می‌دهد. . در ی یر 1 
شود ۰ ۰ 1 

جرا این نمودار یک تابع را نشان نمی‌دهد؟ سه نمایش دیگر وی تس | ۳ 
این رابطه را که می‌شناسید, ارائه کنید و توضیح دهید که جرا ۴ ۳ ۲ ۱ 
این نمایش هاء نمایشی از یک تابع نیستند. اعدادطبیعی 


ان تنج 


واه یک از و ارق زير راطهای بین ذو بدیدهد کر شندهاننکه توضیح دهید که جگونه این 


رابطه‌ی بین افراد و قد آن‌ها 
رابطه‌ی بین افراد و وزن آن‌ها 


۱ دو زوج مرتب (0,0) و (2,0) مساوی هستند هرگاه 20 و 0-0 در غیر این صورت دو زوج مرتب را متمایز می‌نامیم. 
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رابطه‌ی پین افراد و سن آن‌ها 

رابطه‌ی بین دانش‌آموزان یک کلاس و نمره‌ی ریاضی پایان ترم آن نها 

رابطه‌ی بین سال‌های مختلف و میزان بودجه‌ی اختصاص یافته به آن سال‌ها در یک کشور 
رابطه‌ی بین افراد و دمای بدن آن‌ها در یک ژمان خاص 

رابطه‌ی بین مستطیل‌ها و محیط آن‌ها 

آیا می‌توانید رابطه‌های دیگری را مثال بزنید که تابع باشند؟ 

چند رابطه مثال بزنید که تابع نباشند. 


کدام‌یک از رابطه‌هایی که به صورت‌های متفاوت در مسائل : ۳ 0 ۴ و ۵ نمایش داده شده‌اند» 


کت نمودار 


(د) 
۵- زوج‌های مرتب 
۰۸۸۸ ۰۵,۸ ۰۳,۱ (:6) رب 

([۵,۷)) (د 
۱ 


([(۳۰۷) , (۵-,۳) , (۲۰۱)) (الف 


۱ ۱ 
[۴-0) )۰ ۰۲:۳ (۰)) (ج 
((6۵۷۰۱ , (۰۰۳) , (۶-,۰) , (۲:۳)) (ف 
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- اگر بدانیم رابطه‌ی زیر یک تابع است مقادیر 2 و 0 را بهدست آورید و نمودار تابع را رسم 


((۵.۲) وهای ۲ ۱ ار او (۱ یا (۱,۲- 1)2 


۷- نمودار مقابل تغییرات در دمای یک شهر 
از ساعت ۷ صبح تا ۱۴ بعد از ظهر را نشان 
می‌دهد . 
آیا این نمودار یک تابع را نشان می‌دهد؟ 
بیش‌ترین و کم‌ترین دمای ثبت شده جه‌قدر 
هستند؟ 
در کدام ساعات دما ثابت مانده است ؟  ..‏ ات ۲ 


:و فد ان زبان‌ها 


#۸ گنک از مردارهای وت گر رام فربای ای ز یک فرودگاه بلند 


می‌شود مدتی در اسمان پرواز می‌کند و سپس فرود می‌اید؟ 


بط عاید 


دامنه و برد توابع 
جدول زیر رابطه‌ی بین ساعاتی از روز و دمای بدن یک فرد بیمار را نشان می‌دهد : 
۳۳ ساعات روز 
۴ ۱ دمای بدن(سانتی گراد) 


اطلاعات داده شده در جدول راکو تفس ام کنید؟ 
نمایش رابطه داده شده به صورت زوج‌های مرتب از این قرار است : 


۰ | ۳۸ | ۳۷ |۳۷ ۷ 


۱۲,۳۷(۲) و( (1)۸,۴۰ 


‌ 


مجموعه‌ی همه‌ی مژلفه‌های اول زوح‌های مرتب تشکیل دهنده‌ی هر رابطه را «دامنه» رابطه 
می‌نامند. بنابراین دامنه‌ی رابطه‌ی داده شده برابر است با مجموعه‌ی :(۸,۹۰۱۰,۱۱,۱۲) < ۸۵ 
مجموعه‌ی مولفه‌های دوم زوج‌های مرتب تشکیل دهنده هر رابطه را «برد» رابطه می‌نامند. بنابراین 
برد رابطه‌ی داده شده برابر است با مجموعه‌ی : (۳۷,۳۸,۴۰) < 3 . 


اس 


الف) اگر بخواهیم با استفاده از جدول داده شده؛ دامنه و برد رابطه را بيابیم چگونه اين کار را 
ب) نمایش‌های دیگر اين رابطه را ارائه کنید و دامنه و برد رابطه را از آن‌ها تعیین‌کنید. ایا 
توجه داریم که دامنه و برد یک تابع دقیقا مشابه دامن و برد یک رابطه تعریف می‌شود. بنابراین : 
٩‏ ۲ موی هی مولنه‌های اول روج های مرنت تشکیل دهده یک تایم را ,دامن ۲ 
و مجموعه‌ی همه مولفه‌های دوم زوج های مرتب تشکیل دهنده یک تابع را «برد» تابع- 
1 


دامنه‌ی تابع مورد بحث در فعالیت قبل مجموعه (۸,۹,۱۰,۱۱,۱۲) - ۸و برد آن مجموعه 
(۳۷,۳۸,۴۰) < ۲3 می‌باشد. 


۱- دامنه و برد رابطه‌های زیر را که به شکل‌های مختلفی ارائه شده‌اند به‌دست آورید. در هر مورد 
تابع بودن رابطه‌ی داده شده را نیز بررسی کنید. 


الف) ((۲۰۷) , (۳,۵-) , (10۲,۳ 


ب 
۳۶۰ ۱ ۳۶۰ ۱ ۳۶۰ ۱ ۱۸۰ ۱ 0 
ان 


‌ 


(ز 
۳ ۳ ۱ ۲ ۶ ۵ ۴ ۳ ۲ ۱ ۰ ۱ ۴۳۲ ۵و (و 


۲- تابعی مثال بزنید که : 

الف) دامنه‌ی آن تنها شامل دو عضو باشد. 

ب) برد آن تنها از یک عضو تشکیل شده باشد. 

ج) دامنه‌ی آن تنها یک عضو داشته باشد. 

د) دامنه‌ی آن نامتناهی باشد ولی برد آن تنها یک عضو داشته باشد. 


ه) دامنه و برد آن نامتناهی تاشتتن: 


"‌ 


توابع خطی 


ِِ_ِِ 
ِ# سا .. ام گذاری میکنیه 9 
1:2 
((۴,۷) 1 (۲ -,1)۰ < 5 
15 و 5 دو رابطه هستند. رابطه‌ی ٩‏ تابع نیز هست ولی رابطه‌ی 1 تابع نیست. 
همجنین و ع که به صورت زیر تعریف ششده‌انده دو تابع هستند : 
۱ 
[۲,۳) , (۴,۵) , (۳- , ۹ 


((۳۰۷(,)۴,۹) , (۲,۵)]-<ه 


رال کدفته در فزس رباشی ۱ با روابط خطی آشنا شده‌اید. رابطه‌ی بین بسیاری از پدیده‌ها, 
یک رابطه‌ی خطی است. 


شش 


وفتن, که آذرخشن ش رخ می‌دهد, اندکی ٍ پس از دیدن نور آن, صدای آن را می‌شنویم. در جدول زير 
زمان شنیده شدن صدای اذرخش پس ۱ ز مشاهده نور آن و نیز فاصله‌ی ما تا مکانی که آذرخش به 
وقوع پیوسته است. داده شده‌است. زمان را با) و مسافت را با «] نمایش می‌دهیم. 


وا ب اج2اا ها | ها ۲ | ز اصا . رتم 


۷ 


۵ | ۲ ۲ | ۲ 
۲ | تا | 2 


۱ ابندای کلمه ا نیش 0 است که به معنی رابطه و ] ابتدای کلمه «0تاهصیا] می‌باشد که به معنی تابع است. 
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ب) زمان‌های دیگری را مثال بزنید و فاصله‌ی (مسافت) متناظر را حساب کنید. به طور کلی به 
جای) جه اعدادی می‌توانیم قرار دهیم؟ آیا همه‌ی زمان‌های ممکن را می‌توان در جدول ارائه کرد؟ 


ج) به کمک آن جه که در ریاضی ۱ آموخته‌اید, معادله‌ی این رابطه را ای سرتسد یا 
< 1 ) نمایش داد. نمودار این رابطه را در (سکل الف) رسم کنید و دامنه و برد آن را به‌دست آورید. 


| 


همان گونه که دیده می‌شود رابطه‌ی داده شده یک تابع آنتتا: 


ه) نمودار خط «-۱ را (در شکل ب) رسم کنید و آن را پا نمودار رابطه‌ی - که در 


/ 
۶ ۳ 
۵ ۲ 
۳ ۱ 
۳ ۳۳۳۳۳ 

توت ۵ ۲ ۳۰ ۲ ۷ - ۲ 1۳ 

۲ -ِ 
۱ - 

ی ان ۱ 

(ب) (الف) 


تفاوت مهم این دو رابطه در آن است که برای) مقدارهای منفی را نداریم درحالی که برای 5 مقادیر 
منفی را نیز در نظر گرفته‌ایم. به جز این نکته, اگر به جای )۰ ۶ و به جای 0» را فراردهیم رابطه‌ی 
داده شده برای زمان و مسافت اد نیا به معادله‌ی ۱ تبدیل می‌شود. 
این‌چنین توابعی را توابع خطی می‌نامیم. 


وت 
۱ 


هر تابع که بتوان آن را به شکل « + ۷-۵ نمایش داد. یک تابع خطی نامیده می شود. ۴ 
انح 


۳ 


ردو دود رالت وی یی فاص کون کیرش ۱ قابل 


»‌ 


تماشع جنر اما دامنه‌های این دو تابع و برد آن ها نیزمتفاوتند. دامنه و برد تابع آذرخش: محموعه 
اعداد حقیقی نامنفی است؛ در حالی که دامنه و برد تابع دیگر مجموعه اعداد حقیقی است. 


۲۳۳ 


۱- یک شمع ۲۰ سانتی‌متر ارتفاع دارد و در هر ساعت ۴ سانتی‌متر می‌سوزد. پس از چند 
ساعت شمع خاموش خواهد شد؟ جدولی تنظیم کنید و در طی ساعات مختلف ارتفاع شمع را 
۳۳ (زمان) 
اا ا ا ارع‌م) 

نمودار این تابع را رسم کنید. 


۳- معادله‌ای برای هر یک از توابع خطی داده شده با جدول‌های زیر بنویسید. 


۵ ۴ ۳ ۲ ۱ 1 
| ۳ ۳ | تا ا ۲ ۱ 
۱۲ ۱ | ۸ | ۶ ۲ ۲ 
۴ ۲ ۲ ۷ ۶ ۷ 


دب« ِ_ 


۱- نمودار مقابل رابطه‌ی بين شعاع و مساحت دایره را ۳ 
نشان می‌دهد . 
درستی یا نادرستی هر یک از گزاره‌های داده شده درمورد ۳ 5 
این نمودار را بررسی کنید. 9 ِ 
الف) رابطه‌ی داده شده یک تابع است. ُ " 
ب) رابطه‌ی داده شده یک تابع خطی است. ۷ 
ج)ب افزایش شعاع ساحت نیز افزیش‌پیدا می‌کند. .. ( ( یزیر ۱ 
۱۲۰ 
توا فقال هداد وله رک توت آسانه راز را 
در یک کارخانه در پایان فاصله‌های زمانی ۰ دقیقه نشان 
می‌دهد . پیش‌بینی شما برای تعداد اسباب‌بازی‌های تولید شده 
پس از یک ساعت حیست؟ / 9 
الف) پس از پایان ۲۵ دقيقه مناسب‌ترین پیش‌بینی برای 
تعداد محصول حیست؟ ُ ۶ 
ب) زمان‌های دیگری را مثال بزنید و تعداد محصول 
تولیدشته جر پایان آن زمان زا حذس برنید: 4 ۳ 
۱ ج‌( نمودار داده شده با نمودار حه خطی قابل مقایسه است؟ 
ایا می‌توانید رابطه‌ای ریاضی برای تعداد محصول تولیدی در ۰ ۲۰ 


هر دقیقه به‌دست اورید؟ 


د) توضیح دهید که جرا این نمودار تابعی را مسحص و م۵ ۴ ۳ ۲ ۱ 
میم گیله: زمان(دقیقه) 


۳ سودی که از تولید یک کالا توسط یک شرکت حاصل می‌شود از معادلهی : ۰+۶ ۳۰ -- بو 
به‌دست می‌اید. در اين معادله. > تعداد کالای تولیدی و ۷ سود حاصل برحسب تومان است. 

الف) نمودار این خط را رسم کنید. 

ب) سود این شرکت را وقتی که تعداد کالاهای تولید شده برایر ۱۰۰۰ و ات ۱ است به‌دست 
آورید. 

ج) محل برخورد خط ۲( ده 2-۰ 1 با محور ها حه حیزی را نشان می‌دهد؟ این شرکت 


باید حداقل جه تعداد از این کالا تولید کند. تا سود دهی آغاز شود؟ 


وارون یک رابطه 


رابطه‌ی پين طول ضلع یک مریع و محیط آن را در نظر 
پنج طول ضلع متفاوت, این رابطه به صورت نمودار ون نشان 
داده شده است : 


دامنه‌ی رابطه‌ی بالا مجموعه‌ی 
٩ ۲ .۷(‏ ,۸-۰ 


و برد آن مجموعه‌ی (۲۸ , ۴۷۲ ,۱۰ ,۸ , ۴)-19است .نمایش زوج مرتبی رابطه‌ی بالا 
عبارت است از : [(0۲۸), (۴/۲ ,۲/) , 2,۱۵ (۲,۸), ))-18 گر جای مفهای 
اول و دوم را در هریک از زوج‌های مرتب رابطه عوض کنیم, رابطه‌ای به‌دست می‌آید که به آن وارون 
رابطه داده شده می‌گویند و پا نماد ۲ 1 نمایش می‌دهند. بنابراین : 


1 ۱- ))۴,( 0 2 ۲ .)۲۸۰( 


دامنه و برد ۳ به ترتیب با برد و دامنه‌ی 15 برابر است. همان‌طور که دیدید. وارون یک رابطه 
نیزه خود یک رابطه است. 


تتن‌تت یت 


هر یک از رابطه‌های زیر را به صورت مجموعه‌ای از زوج‌های مرتب بنویسید و سپس وارون آن 
را به‌دست اورید. 


۳ ۱۵ 


۵ ۳۵ 2 


الف) وارون رابطه‌های داده شیده در تمرین در کلاس قبل را ۳ همان نمایْش رابطه‌ی داده شده 
ارائه ۳۹ 
ب در حالت کلی اگریک رابطه به صورت نمودار ون يا جدول نمايش داده شده باند. وارون آن 
۳ 
حت در حالتی که رابطه‌ای به صورت یک نمودار نمایش داده شده باشد. با پیدا کردن 
قرینه‌ی هر نقطه از نمودار نسبت به خط 2 (با همان نیمساز ناحیه‌ی اول و سوم 


نمودار وارون آن رابطه به‌دست می آید. 


۱- در شکل‌های زير نمودار دو رابطه و خط < لآ رسم شده‌اند. په کمک نقاط مشخص شده؛ 
نمودار وارون این رابطه‌ها را رسم کنید. کدام یک از این رابطه‌ها و وارون آن هر دو تابع هستند؟ 


۲- الف) کدام یک از رابطه‌های داده شده در تعرین در کلاس, تابع هستند؟ 
ب) کدام‌یک از رابطه‌های تمرین در کلاس و وارون آن؛ هر دو تابع هستند؟ 
ج) اگر رابطه‌ای تابع باشد. آیا وارون آن رابطه هم تابع است؟ 


۱ 
۳- وارون کدام‌یک از توابع مقابل. خود یک تابع است؟ (0۰)۵(,)۴,7.) < 1 


۵ - )0۷,:۲۰)۵,۲[( 


همان‌طور که مشاهده کردید وارون هر رابطه, خود یک رابطه است. اما اگر رابطه‌ای تابع باشد, 
وارون آن رابطه لزوما یک تابع نمی‌باشد. 


اگروارون تابعی مانندگخود نیزیک تابع باشد. آن‌را«تابع وارون#می‌نامیم (تابع معکوس). دراید 


1 نمایش می‌دهیم. 


۱ ۲ ِ 0 " 1- 
پسصورت را وارون پذیر (معکوس پذیر) می‌نامند. تابع وارون را با نماد 


توابع یک به یک 


سوال اساسی این است که چه توابعی وارون‌پذیرند؟ یعنی یک تابع باید چه شرطی داشته باشد تا 
وارون آن هم یک تابع باشد. واضح است که همه توایع چنین خاصیتی ندارند. به عبارت دیگر پاید 


دنبال رابطه‌هایی بگردیم که علاوه : بر تابع بودن» دارای ویژگی یا ویژگی‌های دیگری نیز باشند. 


تا تخس 


در ادامه تعدادی تابع به صورت نمودار ون داده شده‌اند. 
الف) وارون کدام‌یک از آن‌ها تابع است؟ 


(د) 


وارون هر یک از توایع داده شده را می‌توان (با عوض کردن جهت پیکان‌ها در نمودارهای ون) 
به‌دست اورد . همان گونه که دیدید. فقط وارون توابع داده شده در (ب) و (د) نیزه خود تابع می‌باشند 
و وارون توابع داده شده در (الف) و ج) تابع نمی‌باشند (جرا؟). 

در توابع (الف) و (ج) حداقل به عضوی از مجموعه‌ی دوم بب پیش از یک پیکان وارد شده است. 
ی شرضر گنای رام با وا ای ناریگ تکرام رز ایس 
یعنی در این توبع به هر عضو مجموعه‌ی دوم بیش از یک پیکان وارد نشده‌است. به حنین توابعی, 
توایع یک به یک می گویند 


۳ 


تابعی که بین دو مجموعه تعریف می‌شود. هنگامی یک به یک است که به هر عضو مجموعه‌ی 
دوم بیش از یک عضو از مجموعه‌ی اول نظیر نشود. ۳ 
در ان‌جا (الف) و (ج) توایعی یک به یک نمی‌باشمند در حالی‌که (ب) و (د) توابعی یک به یک 


یک تابع در صورتی وارون‌پذیر است (بعنی وارون آن تابع است) که یک به یک باشد. 


توابع داده شده در (الف) و (د) یک به یک هستند» در حالی که توابع داده شده در (ب) و(ج) یک 


به یک نیستند (حرا؟). 


و لب ۳ب ۴ 


۳ (الف 


ام لت« ۰ "شد. ۳ لس 


هو ۰ 


الف) ) در حالت کلی روشی برای بررسی یک به یک بودن یک تابع با استفاده از نمودار آن ارانه 
کنید. از خطوطی که به موازات محور ها رسم می‌شوند. استفاده کنید. 

ب) نمودار تابع مربوط به سوختن شمع را به خاطر اورید. آیا اين تابع یک به یک است؟ جگونه 

از روی نمودار تابع می‌توان به اين موضوع پی برد. ایا تابع مربوط به مسیر پرواز پرنده یک به یک 


است؟ 


سب 


به طور کلی می‌توان گفت که یک تابع در صورتی یک به یک است که هر خط موازی محور »ها -- 
پ‌نمودار آن را حداکثر در یک نقطه قطع کند. ۳۹ 


۱- کدام‌یک از توابع داده شده یک به یک هستند؟ 


۴ ,۲-),(۲۰۴) ,۱ ِ , (40۱,۱< ؟ (ز 


[(۱(,)۲,۲۳ ,۰), (- 0( <ع (م 
۲ تابع زیر را در نظر می گیریم : 
۵ ۱ ۳ ۱ ۳ ۱ ۷۲ ۱ ۱ ۱ 2 
۱۳ ۳ 


|۱۳ ۱ 

پ) نمودار تابع و نمودار وارون آن را در یک دستگاه مختصات رسم کنید. 

۳- در تمرین ۱ کدام یک از توابع وارون‌پدیرند؟ نمودار تابع وارون را برای آن‌ها (در هبانشکل) 
رسم کنید. 

۴ فرض کنید به اعضای یک کلاس کد ملی آ ن‌ها را نسبت دهیم. توضیح دهید که جگونه 
رابطه‌ی : بين افراد و کد ملی آن‌ها تابمی یک به یک را معلوم می کند. 


بازه (فاصله) 
مجموعه‌ی همه‌ی اعداد صحیح بین ۳- و ۳ به همراه خود این اعداد را می‌توان در مجموعه‌ای 
مانند ۸ به شکل زير نمایش داد : 
۲,۲۲ ,۱,»,۱-, ۲-, 1-۳ - در 
نمایش هندسی مجموعه‌ی ۸ به صورت زیر است : 


حال اگر مجموعه‌ی همه‌ی اعداد گویا وگنگ بین ۳ - و ۳ یعنی همه‌ی اعداد حقیقی بین دو عدد 
۳- و ۲ به همراه خود این دو عدد را در نظر بگیریم, می‌توانیم آن را به‌صورت زیر نمایش دهیم ؛: 
(۳ > > 1,۲ - 13 

نمایش هندسی مجموعه‌ی 13 به‌صورت زیر است : 


۳ 


در اين‌گونه موارد برای سادگی از نماد دیگری به‌نام «بازه» یا فاصله استفاده می‌کنیم و می‌نویسیم : 
[۳,۲-] <(۳ > > ۳- ,جع | 1 


اگر به‌طور مثال از مجموعه‌ی 3 » نقطه‌ی انتهایی ۳ را حذف کنیم ومجموعه‌ی به‌دست امده را 


پنامیم داریم : (۲۳ >> 5,۳ 0-1 


مجموعه‌ی ) را می‌توان با نماد (۳ ,۳-] نمایش داد. در نمایش هندسی مجموعه‌ی ) , نقطه‌ی ۳ 
روی محور را تو خالی باقی می‌گذاریم. 


معمولا بازه‌ی (۳,۳-] را بازه‌ی «نیم باز» می‌نامند. 


نت 


۱- به نظر شما تفاوت بازه‌های [۳,۳-) و (۳,۳-) در حیست؟ این بازه‌ها را به صورت 
همحنین نمایش هندسی این بازه‌ها را ارایه کنید . بازه‌ی (۳,۳-) را یک بازه‌ی «باز» می‌نامیم. 
اعداد حقیقی بزرگ‌تر از ۵ را در نظر می‌گيريم و آن‌را با" نمایش می‌دهيم : 
[۵< ,2 | - 1 
پ««ثآپآپآسسسساااا ۳ 
۵ 
نمایش این محموعه با نماد بازه به صورت (۵0+ ,۵) < ۲۱ است. 


توجه داریم که 60+ (بخوانید مثبت بی‌نهایت) یک نماد است و یک عدد حقیقی نیست. به طریق 
مشایه نماد 00 را نیز می‌نوان به کار برد. 


بازه‌ی (۰0+,۵) را نیز یک بازه‌ی «باز» می‌نامند و به طریق مشابه بازه‌ی (00+,۵] را یک 


بازه‌ی نیم باز می‌نامند. 


۲- جدول زیر را کامل کنید. 
نمایش هندسی نمایش به صورت مجموعه ‏ نمایش با نماد بازه . نوع بازه 
۱ ۵ > 28,۲ ۰ (۲,۵) با 


(۵ > >28,۲ ۳ 
0 3 نیم باز 


)۲,۵[ 


۳۳ 21,۶ < ۷۲ 


۹۳ 2,۵ 


[۵ , -) 
(۰0 + , *] 
(* , م) 
1 ,2 ۳ 
,> ۳۳ 
(ه+, هم) 


آخرین سطر نمایانگر مجموعه‌ی اعداد حقیقی است. جهار سطر ماقبل آخرین سطر چه مجموعه‌هایی 
۲- اگر 2,9 دوعدد حقیقی باشند و 0 > ۰8 جدول فوق (به جز پنج سطر آخر) را ۳ 2:0 
تکرار کنید. 


‌ 


با توجه به آن‌چه که درمورد دامنه و برد یک تایع گفته شد. تایع را می‌توان 
تناظری بین دو مجموعه در نظر گرفت که مجموعه‌ی اول دامنه و مجموعه‌ی 
دوم برد نامیده می‌شود. به قسمی که هر عضو از دامنه دقیقا با یک عضو از 
برد نظیر می‌شود. تابع را به عنوان یک ماشین نیز می‌توان در نظر گرفت که 
هنگامی که یک عضو از دامنه را به آن به عنوان ورودی می‌دهیم, ۰ عضوی 
(منحصربفرد) از برد را به عنوان خروجی 
به ما می‌دهد . 


۱- تابع ۲۰ ,۲۰۱۰(,)۳,۱۵(,)۴), (۱,۵))< ۶ را در نظر می‌گيريم. دامنه‌ی این تابع 
۹« وق اخ ۰:۰ 1۵:۱ لت ورودی‌های تابع ؟ عبارتند از ۱ و ۲ و ۲ و 
۴ و خروجی‌ها ۵ و ۱۰ و ۱۵ و ۲۰ هستند. به عبارت دقیق‌تر عضو ۱ از دامنه به عضو ۵ از برد 
نظیر می‌شود. به جای این عبارت. می‌توان با یک قرار داد. کار را ساده‌تر کرد. معمولا می‌نویسند 
ِ اب بنابراین ۱۰ ۴0۲ ان 
۳ به همین ترتیب می‌توان نوشت ۰ ۲0۳-۱۵ و ۲۰ ۳ . این گونهنمیش تیم را در 
جدول زیر می‌توا ن خلاصه کرد که جدولی آشنا به حساب می‌آید : 

۶ | ۲ | + : : 
ها ۵ )1 


رابطه‌ی بین دامنه و برد را می‌توان به صورت یک رابطه‌ی ریاضی به شکل ۵ < ()1 نوشت. 
۲- اگر تابع ع به صورت مقابل داده شده باشد  :‏ ((۷,9(,)۵,۲-), (1)۳,۲< 2 
می‌توان نوشت : 2۲ (۵)ع , 2۰ (۷-)2 ,۲ 2 (2)۳ 


ف 


ص۲۳۳ 


جاهای خالی در جدول را کامل کنید و نمودار توابعی که در جدول, توصیف شده‌اند را ۳ کنید. 
(د) (ج) (ب) (الف) 


۶ < ۷ ۰۱ 1۱ ات ۱ ۶ 2 ۱/۶ 


مجموعه‌ی اعداد حقیقی [۳ ,۲۲ 
نامنفی 


تشرعدی یی ۲ ۲۶ م۱ ان 


مجموعه‌ی اعداد حقیقی 1 برد 


‌< 
كت 
4 
بت 


0 _ > 
۳ 


لد 


7ات ارات ات سس جح 


۴ ۷ ۲۰ 4 تا ات لب 1۴ 


1 ۳ ۲ 1 ۹ ات ۲ب ۴ب ۴ 


1ص 


گاهی اوقات یک تابع را می‌توان بر حسب یک عبارت جبری از یک متغیر نمایش داد. این گونه 1 
ای ی وت ی سر له ِ ۱ 


۳ 


۳- همه‌ی نمایش‌های زير جبری به حساب می‌آیند. 


ب‌ زک»؟۳ ۲ - ک ۳ 
<< (100 2 )2 202 ۳ «م- ۲0 


همان گونه که در فعالیت قبل مشاهده کردید. در هنگام نمایش جبری تابع نه تنها عبارت 
جبری که تابع را نمایش می‌دهد مهم است: بلکه دامنه و برد تابع نیز مهم است. هرجند همه توابع 
را نمی‌توان با یک عبارت جبری نمایش داد. با این حال تعداد زیادی از آن‌ها با یک عبارت جبری 
قابل نمایش هستند. در بسیاری از موقعیت‌ها کار با نمایش جبری یک تابع ساده‌تر و مناسب‌تر 
از کار با دیگر نمایش‌های تابع است. به طور مثال درمورد تابع (خط) ۲ (*16 از نمایش 
تابع به صورت مجموعه زوج‌های مرتب کم‌تر استفاده می‌شود. البته به جای معادله‌ی ۲ ۷ 
می‌توانیم از ۲ < ()1 استفاده کنیم. در مثال سوختن شمع معادله‌ی تابع را می‌توان به صورت 
۰+ ۴۶- - (6)] یا ۳۲+ 2-۴۶ ۷ نوشت. همجنین توابع داده شده در مثال ۳ را به صورت 
زير نیز نمایش می‌دهیم : 


«ِ‌ 


۱- اگرتابع ] با معادله‌ی ۵- ۲ < (*)7 داده شده باشد. مطلوباست : 


الف) رسم نمودار تابع ‏ 


ب) ۰۱۲ ۰۲/۳ ۰۱۲۵ ۲0-۷ , 3 , (1)۰/۷ 


۲- نمایش جبری تابع صفحه‌ی بعد را که تموذار انار هشته اسیی اکست او ز یله 


0 


۳ حول زیر دمایسنگ‌های ویرزمین را در عمق‌های متفاوت زیر سطح زمین نشان می‌دهد : 


7 


۳۳۰ ۱ ۱۹۵ ۱ ۱۶۰ ۱ ۱۳۵ ۱ ۰ | ۵۵ ۱ دما (سانتیگراد) 
الف) توضیح دهید که جرا این جدول یک تابع را به‌دست می‌دهد و نمودار آن را رسم کنید. 
ج‌( دمای یک سنگ که در عمق ۱۰ کیلومتری زیرزمین است را بيابید. 
۴- تابع 2-۳ (16 را رسم کنید و مقادیر ()] و (۱۰۰)و (۵-)را به‌دست آورید. 
۵- برای یک تابع خطی می‌دانیم که : ۱۱- (80 و ۷ - (0) 
نمودار این تابع ر رسم کنید و معادله‌ی‌آن (نمایش جبری تابع) را پنویسید. 
جرا این تابع وارون‌پذیر است؟ رابطه‌ای ریاضی برای وارون این تابع به‌دست آورید. 


۷- علی در هر دقیقه پیاده‌روی. مسافت ۰/۲ کیلومتر را طی می‌کند. اگر مسافتی که علی در 


2۶۲ (۶)0 (ب 2-1-۷۲ (0) (الف 


۲-۲ /2۰< (1) ؟ (د ۲+ 21 (1)] (ج 


۲ ۱ 
۸- اگُر در مورد تابع ۵ داشته باشیم : 20۳-۲ 2 - ۵۷ ,2۵ (80 ,800-۲ 
ع را به صورت مجموعه‌ای از زوج‌های مرئب بنویسید و نمودار آن را رسم کنید. آیا ع یک به یک 
است؟ 


4- نمایش جبری تابع زیر را بهدست آورید. 


آیا اين تابع یک به یک است؟ 


۰- برای اندازه‌گیری دما از واحدهای «سانتی گراد » و «فارنهایت۳» استفاده می‌شود که با 


رابطه‌ی ۲-26۳ یک‌فیگر وایستهاهسختد: 


الف) ۲۰- درجه‌ی سانش گراد برحسب فارنهایت حه‌قدر می‌شود؟ 
ب) ۱۰۴ درجه‌ی فارنهایت جند سانتی‌گراد است؟ 
د) آیا رابطه‌ی بین این دو واحد یک تابع خطی را معلوم می‌کند؟ 


۱- طول یک مستطیل ۳ واحد بیشتر از عرض آن است. رابطه‌ای ریاضی بنویسید که محیط 


۲- آیا تابعی یک به یک می‌توان یافت که دامنه‌ی آن شامل سه عضو و برد آن تنها از دو عضو 


تشکیل شده باشد؟ 
ت 


۳- اگر ۱+ ۲6 < (2)6 در هر یک از حالت‌های زیر نمودار ()8 را رسم کنید. 


الف) دامنه‌ی 0 برابر مجموعه‌ی ۵ - ۲ ,۱ ,۲۰ < ۸ باشد. 
پ) دامنه ی 0 برابر همه‌ی اعداد حقیقی باشد. 


۴" در یک تابع خطی که نمودار آن از دا مختصات می‌گذرد» داریم : ۵-<(1)۳۲. رابطه‌ای 
ریاضی برای وارون این تابع به‌دست اورید. 


توابع خاص و حل نامعادله 


روابط زیادی بین پدیده‌ها یافت می‌شود که خطی نیست. به‌طور مثال رابطه‌ی بین طول ضلع یک 
مربع و مساحت آن و يا رابطه‌ی بین شعاع یک دایره و مساحت آن غیر خطی است. اگر * طول 
ضلع یک مربع بائد. مساحت آن تابعی از است و به صورت )یا ۳ قایل تنانقن 
است. این تابع جون به کمک یک جند جمله‌ای درجه دوم از بیان شده است؛ یک تابع درجه دوم 
از نامیده می‌شنود: به جای» که معمولا آن و[ متغیر فسطقل می‌تانند می‌توان از حروف دیکزی نیز 
استفاده کرد. مثلاً» » 9 2 و... بنابراین ۲-(10 يا "2-(8)۵ يا "۵-(2)۳ در حقیقت 
یک تابع را نمایش می‌دهند. هرگاه مقادیری که برای 5 يا 2 يا 0 در نظر می‌گيريم یکسان باشند. 
بنابراین اگر شعاع یک دایره را با 1 نمایش می‌دهیم تابعی که مساحت دایره را بر حسب شعاع آن 
معلوم می‌کند به صورت "27 (۳)] است که باز هم یک تابع درجه دوم است. به نظر شما دامنه‌ی 


وان شا ذیگر رای ید ماع رآ مرن بگتری بعجم کرم تا از شفاع آخآبنت: 
این تابع را می‌توان با نمایش جبری - (161 معرفی کرد. عبارت جبری ۳ یک چند 
جمله‌ای درجه سوم برحسب ۲ است. بنابراین - (1)5 را یک تابع درجه سوم می‌نامند. به 
همین ترتیب برخی از توابع هستند که معادله‌های آن‌ها, جند جمله‌ای‌های جبری بر حسب یک متغیر 
هستند. به این گونه توابع. توابع جند جمله‌ای گفته می‌شود. 

به طور مثال توابع زیر همگی توابع جند جمله‌ای هستند : 

۳۵۲۱+ ۲۵۲-(۵)ظ ۰۷ ۵۲ ()2 ۲+۳۸( ()] 


1)0( 0۳ +۲۱ 3 10-۴۹ 


۱. معمولاً اعضای دامنه را متغیر مستقل و مقادیرتبع را متغیروابسته می‌امند. 


‌ 


ال نیت ی 


ب‌دست می‌دهد. نمودار این تابع را رسم کنید و آن را با نمودار تابعی که با معادله‌ی 10-۳ داده 
می‌شود مقایسه کنید. دامنه و برد هر دو را به‌دست آورید و با یک‌دیگر مقایسه کنید. 

۲ تابع 10)ع با جدول زیر داده شده اسست. جاهای خالی را پر کنید. 
۱ 1 ۱ [ ۱ 


۱ : 


۳ 


تابع همانی: اگر دامنه و برد یک تابع برابر باشند و هر عضو در دامنه دقیقا به همان عضو در -- 
برد نظیر شود. آن تابع را تابع همانی می‌نامند. 


در ادامه سه تابع با نمایش‌های متفاوت ارائه شده است : 

الف) توضیح دهید که جرا هر یک از نمونه‌های ارائه شده تابع همانی هستند؟ 
ب) ایا می‌توانید تفاوت‌های آن‌ها را بیان کنید؟ 

ج) دامنه و برد هر کدام را به‌دست آورید. 


تابم همانی را معمولاً با معدله‌ی :د < (105 نیز نمایش می‌دهند. 


تابع تابت 


ان و تحت 


نمونه‌هایی از تبع ثابت در این‌جا اراته شده‌انده آن‌ها را با هم مقایسه کنید و تفاوت‌ها و شباهت‌های 
آن‌ها را تیان کین برد این توابع جه خاصیتی دارد؟ 


٩ ۱ ۹/۵ | ۱۰ ۱۱۰/۵ ۱ ۱‏ ساعات روز 


1 


تابع ثابت تابعی است که برد آن تنها شامل یک عضو است. ِ 
و مر 6 


‌ 


تابع قدر مطلق 


جدول زیر تابعی را نشان می‌دهد که اعداد را ه قدر مطلق آن‌ها نظیر می کند. 


| 
1 


تابعی که هر مقدار در دامنه را به قدر مطلق آن در برد نظ 


س. قدر مطلق نامیده می شود. تابع قدر مطلق را با || - («)1 نمایش می‌دهند. 


حقیقی در نظر گرفته نبود. نمودار تابع را رسم کرده‌ايم. ی 
برد این تابع, همه‌ی اعداد نامنفی یعنی : (۰0+ و *] 9 
تابع یک به یک نیست. 


تالف تسج 


با تکمیل جدول, زیر تابع ۳ +|«|< («)2 را رسم کنید. 


4 | > 


۳ ۳۴ +اع > ()1 


# 


۳ 7 


در شکل زیر با کمک تابع [«|<()۶ دو تابع ۱+|*|<(160 و ۲-[|<()1 را رسم 
کرده‌ایم. 


الف) با استفاده از شکل‌های زیر توضیح دهید که هر یک از آن‌ها جگونه رسم شده است. 
ب) دامنه و برد هر یک را به‌دست آورید. آیا این توابع یک به یک هستند؟ 


ج) به همین روش تابع ۴+ ()1 را رسم کنید. 


1)( 2+۱ 


100( 2۱-۲ 


4 این گونه رسم یک تابع به کمک تابعی دیکر را «انتقال» نمودار تابع می‌نامند. 31 
ی سا سس : 


مطلق [*|-()8 رسم شده‌اند را بیایید. || ()] 


1)( < ۱-۲ 


۷۱ چم | محمع|- (16 اه + - 00 


عم 


- نمودار تابع قدر مطلق ۴- | ()1 را در حالت‌های زیر رسم ان 

الف) (۴ و ۲ و۲ و 0۱- دامنه‌ی ] 

ب) محن غای هبه‌ی اغتاد بزر کر با مساوی ۲ <دامته‌ی 1 

ج) همه‌ی اعداد حقیقی < دامنه‌ی 1 

۲- توابع 0+۲ و ۷ +5|-(0ع و |( را به کمک انتقال تبع 


قدر مطلق )1 رسم کنید و دامنه و برد آن‌ها را نآ وزیت, 
۱ ۳ 
۲-توابع (7/-(0ظ و [<()] و |*۲|-(*)ع را در یک دستگاه مختصات رسم کنید 

و با یک‌دیگر مقایسه کنید. برای رسم این توابع از جدولی شبیه تابع قدر مطلق کمک بگیرید. 


‌ 


رسم نمودار برخی از توابع درجه دوم به کمک انتقال تابع -(56)] 


مانند آن جه که در مورد توابع قدر مطلق دیدیم, می‌توان نمودار برخی از توابع درجه دوم را به 
کمک انتقال تابع ۳ -() 2 یا همان ۲۳ ۷ رسم کرد. 


ات یتست 


الف) توضیح دهید که هر یک از نمودارهای زیر جگونه به کمک نمودار 6 لا ازسم شده‌اند. 


ب) دامنه و برد هر یک از این توابع ایا از وهای آن‌ها مت وش 


2) 


۶) - 0-۲ 


۳+ رت )1 


۳ 


۱- در شکل‌های زیر نمودار توابع درچه دوم زیر رسم شده‌اند. 


])6( < )-۵(۲-۲ ]00( <- 0۰۱۰۸ 
])( < )-۳(۲ +۱ ۲0( +۱۳ 


الف) تعیین کنید که هر یک از نمودارها حه تابعی را نشان می‌دهند. 


ب) دامنه و برد هر یک از اين توابع را به‌دست آورید : 


۲- نمودار توابع زیر را رسم کنید. 


۳ ])( - ۲-۱-۴ ۲ )( 2 ۲۳ ] )0( < )-۵(۲ 
۳ 


توابع گویا 


همان‌گونه که برخی از توابع به کمک یک جند جمله‌ای قابل نمایش هستند. بعضی از توابع را 
۲۲۲ ۲-۳۱ 


۲ 

ع نا 80۳2 -()۲ 

۴ات 7 ۱ )۳ 
۵ 


۱- جدول زیر رابطه‌ی بین اعداد طبیعی و وارون آن‌ها را نشان می‌دهد. 


( ۱ 
| ۷ | ۳ ا هه از تا | ۲ | ۲ 


الف) معادله‌ای برای رابطه‌ی داده شده سس 3۳ ننک آووتقت آیا اپن معادله یک تابع گویا 
ب) دامنه‌ی این تابع را معلوم کنید . 
ج) نمودار اين تابع را با مشخص کردن زوج‌های مرتب 

داده شده در جدول» در یک صفحه مختصات) رسم 7 


۲- در فعالیت ۱ به جای اعداد طبیعی.اعداد حقیقی را 
در نظر بگیرید. تنها عدد حقیقی که وارون ندارد. صفر است» 
زیرا تقسیم بر صفر تعریف نشده است. یک نمایش مناسب 
برای تابعی که به هر عدد حقیقی, وارون آن را نسبت دهد. نمایش جبری ِ- ()8 يا معادله‌ی 
اه متا تاشی تضوغی هی اختامی انیت که یه آزای اطا ار 
گویای 2 تعریف شده است.یعنیدامه‌یتابع (108 مجموعه‌ی همه‌ی اعداد حقیقی به‌چز صفر با 
همان [1)۰- 1 است. 


۳ 


الف) جه تفاوتی بین دامنه‌ی تابع و دامنه‌ی تابع 
به‌دست آمده در فعالیت ۱ وجود دارد؟ 

ب) قسمتی از نمودار تابع ‏ در شکل مقابل رسم 
شده است. بقیه‌ی نمودار را کامل کنید. (زوج‌های 
یی امن که ر ها 
په‌دست امده روی نمودار را به هم وصل کنید.) 

ج) یا می‌توانیدبه کمک شکل به‌دست آمده. برد تابع 
] راتعیین کنید؟ ایا اين تابع یک به یک است؟ 


۲۳۳ 


دامنه‌ی توابع گویای زیر را به‌دست آورید : 


۱ 
۳ و 
۲ ۷ ۱۲۱۵ ۱+ 
< ()16 < (1)6 ( ۲ 
2 ۳ ۳ ۱۰۰-۲ (2۳ ۳ 


1 )( 


توابع گویا در دنیای واقعی دارای کاربردهای زیادی هستند.در فعالیت زير با یکی از این کاربردها 


۲۳۳ 


هزینه‌ی پاک‌سازی 5 درصد از آلودگی‌های شهری وصنعتی از رودخانه‌ای به‌وسیله‌ی تابعی 


۱۸(۹ 
۱۰۰ 


پر تخت فیلیوق وان اب لا میتی باک‌ساوق*۱ درضت الود کی راو شتا : 


مانند ؛ 


< ()] تحاسبه می شود که‌در آن دوضد الود کی و(1)2 هزینه‌ی پاک‌سازی 


۲۵۵۱۰ ۵ 
۱۰۰ ۰ ۹۰ 


۸۳۳ص( - (۱۰) ۶ 


‌ 


الف) هزینه‌ی پاک‌سازی ۵۰ درصد از آلودگی 
این رودخانه حه‌قدر است؟ 

ب) آیا امکان داردکه با توجه به تابع داده شده۰ 8 
۰ درصد از آلودگی رودخانه را از بین برد؟ 


ج)دامنه‌ی تابع داده شده را با توجه به رابطه‌ی 
داده شده به کیک بازه نمایش دهید . 


0 ۰ جه تتیجه‌ای از دا اسایفویت اس بل 


توابع رادیکالی" 

پیدا کردن دامنه وبرد هر تابع دلخواهی, همیشه کار ساده‌ای نیست .و ای کتایت کی بر بیدا دقن 
دامنه‌ی توابع است. زیر در بیش‌تر کاربردهای توابع در دنیای واقعی, تعیین دامنه اهمیت بیش‌تری از پیدا 
کردن بزد ان دارف. ضمناً به‌طور معمول پیدا گزدن دامتهه کمک بة یافتن برد انم نمایذ: 


همه .-_ِ_ِ 


۱ می کنیل که تنها اعداد نامنفی ریشه‌های دوم 
دارند. در رابطه‌ی مقابل که ۳ نمودار ون نمایْش داده 
شده است , هر عدد به ریشه‌های دوم آن نظیر شده است؛ 


جرا این رابطه یک تابع نیست؟ 


اگر رابطه‌ی بالا را ه این شکل تغییر دهیم که هر عدد به ریشه‌ی دوم نا منفی آن نظیر شود یک تابع 
به‌دست می‌اید. برخی نمایش‌های متفاوت تابع به‌دست امده در صفحه‌ی بعد ارایه شده است. 


۱ در اين کتاب تنها با برخی از توابع رادیکالی آشنا می‌شویم. 


# 


))۰,*( ,)۳,۰۰/۳(,)۴,۲(( 


دامنه‌ی این تابع مجموعه‌ی (۳,۴:) < ۸ ویرد آن (۷۳,۷*) 3 است. 
نمایش جبری این تابع به صورت ۰ ۷ است که یک تابع رادیکالی نامیده می‌شود. 


- - در مثال قبل سه عدد "و آو؟ به ریشه‌ی دوم نامنفی خود نظیر نمدند .حال فرض کنید که تابعی 
مانند ] هر عدد نامنفی را به ریشه‌ی دوم نامنفی آن نظیر کند. دامنه‌ی این تابع مجموعه‌ی همه‌ی 


اعداد نامنفی است که می‌توان آن را به صورت بازه‌ی ۵0+ ,*] نمایش داد. برد تابع ؟ نیز (00+,*] 
است . 
معادله‌ی این تابع به صورت 
«ل< ایا بل ۲0 است و - )1 
نمودار آن در شکل مقابل رسم شنده 
است: 


این مرنبی» ۱ ۷ 


۳- دامنه وبرد تابع ٩+۴‏ ۰/۶ < () ] را توت فک وودان اقا رسم کنید. 


حلِ : برای یافتن دامنه‌ی تابع ۴+ ()1 يا ۴ + 2/2 پاید اعدادی را بيابيم که 
برای آن‌ها حاصل ۴+ نامنفی باشد. به عبارت دیگر باید داشته باشیم + ۴۰ + ۲ 


جواب این نامعادله ۴-< ۶ اسنت: پس دامنه‌ی تابع بازه (0مب ,۴-] آننتا: نمودار تابع ‏ 


3 اين تابع یا مجموعه‌ی مقادیری که برای 17 به دست می‌آید. بازه‌ی و اننته: 


۱۳ 


۱- نمودار توابع زير را رسم کنید و دامنه و برد آن‌ها را بهدست آورید. 
۰-۴ ()۳ (ب ۴ ()2 (الف 
۲۲-۵ ۰ < (10)6 (د ۴- لدع (0) (ج 
۲- در شکل‌های زیر نمودار تعدادی از توابع رسم شده‌اند.دامنه و برد هریک از این توابع را به 


کمک نمودار آن‌ها معلوم کنید .در هر مورد که امکان دارد دامنه و برد را به صورت یک بازه نمایش 


دهید. 


4 )۵,۶( 


)۰,۲( 


1 
1 


۳,0 


ب لس 


9 


«ِ‌ 


۱ نمودار توابع زیر را در یک دستگاه مختصات رسم کنید ودامنه وبرد هر یک را زیت | راو 
کدام‌یک از این توابع خطی است؟ 


3-0 - () ۲ - (ع - ۲0 
۲- دامنه‌ی توابع زير را بیابید. 
< ۷ ۳ج لد ۷ + ۰-۵ < ۲ ۷-۲ 
۷ -/< ۷ ۸ < (0)ظ ۴(« ۰۰-۷۱ < () ] 


۳- درستی يا نادرستی گزاره‌های زیر را بررسی کنید . 


الف) دامنه‌ی تابع ۱- ۳ (*10 برابر (00:) و برد آن نیز (۵0,*) است. 


)دای تام -/(۲- (۲ ات دیدشت 
ج‌( دامنه‌ی تابع ثابت ۲ - ()] برایز (۰0+ ,00-) انمتتا: 


د) اگر ۲+۱ < ()۲ آن‌گاه : تب )۳ 


۴-اگر ۲۷-۳ - () مطلوب است : 
۱۷+ )] (۲)] (2)] تب 10۳ (۰) 


۵- دامنه‌ی توابع زیر را بهدست آورید. 


۱ ۱ ۵ ۳ 
---(0) ۰ ()ظ ۷-۱-- ۲ ()] 
۹ ۶ ۶ 1 - ۲ ۵ 
2/۱ 7 ۹ ۲۰-۷ 

۴ ال + ۳ 


۶- نمودار یک تابع خطی ۶ از نقاط (۳ و۴-) و (۳- وه) می‌گذرد. مطلوب‌است : 

ارا) 1 (۱) 1 

۷- دو مثال از دو تابع متفاوت ارایه کنید که هر دو دارای دامنه‌ها و بردهای مساوی باشند ولی 
هیچ زوج مرتبی در بين آن‌ها مشترک نباشد. 

۸- فرض کنید برای تابعی مانند ] داشته باشیم : ۵ 2 (۱- )۶ مطلوب‌است : ۶0 . 
۱ - نمودار تابعی مانند ۷ را رسم کنید که دامنه‌ی آن ۳ ,۳-] وبرد 1 [۵ ,*] باشد. مشروط بر 
ان که : 

لف) تبع لا یک به یک باد 

ب) تابع (ز یک به یک نباشد. 

۰- یک شرکت حمل ونقل مسافر, برای هر گروه ۸۰ نفره یا یش‌تر از افراد , نرخ حمل ونقل 
هر مسافر توسط اتوبوس دربستی را از فرمول زیر تعیین می‌کند : 

۳ ۱ (2۸-۰/۰۵00-۸۰< نرخ حمل ونقل هر مسافر بر حسب هزار تومان 

که در آن 0 تعداد مسافر است و (۹۰,۱۰۰۰۱۱۰,۱۲۰۰۱۳۰۰۱۴۰,۱۵۰) 0 


ب) هزینه‌ی حمل ونقل ۱۰۰مسافر حه‌قدر است؟ 
ج) تابعی بنویسید که هزینه‌ی حمل ونقل را برحسب 1 به‌دست دهد . 


د) جدول زیر را کامل کنید و سپس نمودار (15)۳ را رسم نمایید. پیشن ترین مقدار بهدست آمذه 
برای ()1 را حکونه تفسین می کنید؟ 


مه ۱ | وحم ۰ 7 (تعداد مسافر) 


4 ۱ 4 ۷۵ 4 ۱ ۱ ب ۱ ۱ (0)+1 (هزینه‌ی کل بر حسب هزار تومان) 


۱- فرض کنید ۳۶ 2 (1)6 و ۲+۱ < ()2 کدام‌یک از روابط زیر در مورد و8 درست 
و کدام‌یک نادرست است ؟ 


(0)] + (۵)] < (9 + )1 ۱ (0)ع + (2)ع ‏ (0 + )2 (الف 
(2(۶)0) 1 < (20) ۴ , (0)ع.(۵)ع < (20)ع (ب 
21600 (100)] ۱ 1۵00 < (00)ع (ج 


0 


۲- فرض کنید 0 + 0 < ()1 یک تابع خطی باشد وداشته باشیم : 
۲+( < (۲ + )۲ و ۵- (1)۲ 
الف) مطلوب‌است تابع ؟ و رسم نمودار آن. 
ب) آیا می‌توان گفت که در هر تابع خطی رابطه‌ی ۲ + («)۶ 2 (۲ + )1 برقرار است؟ 
۳- یک تانکر گاز از یک استوانه و دونیم کره به شعاع 2 در دوانتهای استوانه, تشکیل شده 
است. اگر ارتفاع استوانه ۳۰ متر باد. حجم تانکر را بر حسب تابعی از ] بنویسید. 


۴- تابعی بنویسید که دامنه‌ی آن مجموعه‌ی : (ض باشد و هم زمان در دو شرط زیر صدق 


گنه : 
الف) یک به یک نباشد ‏ ب) )1 < )۲ 
/ 
۵-دامنه وبرد تابع زیر را پیدا کنید. ۲/۵ 
ب (۲,۰-) 
(۳-,۵) 
۶- اگر قاس < ()1 مطلوب‌است : 
۴- ۶ 


۲6۲ و (۲0 و 10 
۷-اگر ۵+0 + ۲۷۲+ 2۳ (۲0 و 20-۵ و ۱- ۲-۲۷ مقدار ۳۸-۲0 را 


به دست اورید. ۷ 
۸- به ازای هر خط که از نقطه (۱و۲) می‌گذرد 

وجهت مثبت محورهای مختصات را در نقاط (۰و) 

و (اوه) قطع می‌کند. یک مثلث قائم الزاویه در ناحیه‌ی 

اول محورهای مختصات تشکیل می‌شود. رابطه‌ای 

ریاضی بنویسید که مساحت هرمثلث قائم‌الزاویه را به 

عنوان تابعی از به‌دست دهد . دامنه‌ی این تابع را (۲,۱) 

معلوم کید 


۱ (۰ید) 


۵۹- کدام‌یک از توابع زیر وارون پذیرند؟ 
(100/۳:۵۰ 2 ۲-1۳۰۴۳۰۵۱ 
10۵۸/۳۵ ((,1)۴,۱(,۵,۰۶- 9 


نامعادله و تعیین علامت 


مسائل بسیاری هست که برای حل آن‌ها باید علامت عبارت‌های جبری را مشسخص کنیم. به بیان 
دیگر نیاز است تا بدانیم آن عبارت به ازای جه مقادیری مثبت یا منفی است. به‌طور اختصار این 
موضوع (نعیین علامت» نامیده می‌شود. 

به عنوان مثال و همان‌گونه که در بخش‌های قبل دیده‌اید برای تعیین دامنه‌ی تابعی مثل 
2۰۷-۱ (*)8 نیاز است تا ۲-۱ تعیین علامت شود. همچنین در تمرین‌های گذشته آمده بود 
که سود حاصل از تولید یک کالا در یک شرکت از رابطه‌ی ۶-۳۰۰ - ۷ به دست می‌اید, که 
تعداد کالاای تولیدی و سود حاصل از فروش برحسب تومان است. جدول زیر مقادیر لا را به 
ازای حند مقدار مختلف از > نشان می‌دهد. 


ت_ ۳ ۰ سك ۴ ۱ ۶۸۰ | 


همان‌طور که دیده می‌شود با تولید ۵۰ عدد کالا سود ما صفر خواهد بود و اگر کمتر از اين تعداد 
کالا تولید شود ضرر خواهد بود یا به عبارتی سود منفی خواهد شد. 

در نتیجه تعیین علامت 2۶-۳۰۰ ۷ مشخص می‌کند سود و ضرر به ازای جه تعداد کالا 
خواهد بود. 

در اين بخش قصد داریم به تعیین علامت عبارت‌هایی به شکل +26  <‏ که در آن 2 و 0 
اعداد حقیقی و معلومی هستند بپردازیم. هر عبارت جبری به شکل 0 + 2 که ۵ و 0 دو عدد بوده 
و »۶ 2 یک «حند جمله‌ای درجه‌ی اوّل» برحسب ۲ نامیده می‌شود. 


هی 


عبارت ۴+۸ 2 را درنظر بگیرید. 
تنل زر زا کمیل کید : 


۲ 


ب) نامعادله‌ی ۰ < ۴+۸ را حل کنید. 

ج) نمودار تابع ۸ +۴۶ 2 (*)8 را رسم کرده و با استفاده از آن مقادیری از ۶ که * < ()۶ » 
۰< ()1 و ۰ > ()8 را روی شکل مشخص کنید. 

د) قسمت‌های ب و ج را برای ۶+ 2-۲ انجام دهید. مشخص کنید علامت ضریب ‏ در 
دو عبارت مذکور حه تغییری در جواب ایجاد می‌کند؟ 

اکنون به منال زیر توجه کنید : 


ِ‌ 


می‌خواهیم علامت عبارت ۱ + ۲6/+< ۷ را به ازای مقادیر مختلف از 1 مشخص کنیم. روشن 


ِ- 
سک 9زا 1 


گر م2 <» آنگاه ۱- < ۲ ِا" ۳ پس عبارت فوق به ازای 


و هثبت: انست: به سادگ یده که ا؟ > ۲ آنگاه > ۳ نندی ده 
مطالب در جدول زیر دیده می‌شود. 


همجنین نمودار ۱+ ۰/۲۶ - ۷ به صورت زیر است : 
و می‌توان نتایج جدول فوق را از روی آن به‌دست اورد. 


ِِ 7 
روئشن است که به ازای ِِ» وت 
بالا ها, یعنی مثبت است و به ازای حب > ر, 

بای محور یعنی مب و به ارای ۲ 

۱+ ۰/۲۲ - 7 پایین محور ها قرار دارده یعنی منفی است 
1 

وبه ازای سب  -‏ برایر صفر است. 
۸ 


با توجه به فعالیت و مثال بالا در مورد تعیین علامت 
2+0 - ۷ در حالتی که ۰ < 2 می‌توان گفت : 


۲- دامنه‌ی تابع ۰/۲۲۱ () را مشخص کنید. 
جدول تعیین علامت ۲-۱ به شکل زير است : 


: ِ ۱ علامت ۲-۱ 


بنابراین دامنه‌ی تابع قبازت است از اب ۳ 


۰ 


۱- دامنه‌ی تابع ۰/۱۰۰ < () 1 را مشخص کنید. 

۲- جدول تعیین علامت 2+0 < ۷ را در حالتی که » > 2 رسم کنید. 

۳- با مراجعه به ابتدای بحث مشخص کنید برای اين که سود شرکت حداقل ۱۰ میلیون تومان 
بائید. حه نامعادله‌ای باید حل شود؟ حداقل حه تعداد کالا باید تولید شود؟ 

همان‌طور که می‌دانيم حاصل‌ضرب دو عدد مثبت یا دو عدد منفی همواره مثبت است. همحنین 
اگر دو عدد علامت‌های مختلفی داشته باشند. حاصل‌ضرب آن‌ها همواره منفی است. با توجه به این 
مطلب می‌توان مثال زیر را حل نمود. 


كت 


علامت عبارت (۲ -)(۱-) < ۷ را به ازای مقادیر مختلف ‏ بیابید. جدول تعیین علامت 


برای 1-۱ و ۶-۲ به صورت زیر است. 


2-۱ ۴ ۱ 3 


می‌توان اطلاعات مربوط به این دو جدول را در یک جدول به شکل زیر نمایش داد. 
۲ ۱ ۹ 


پا چپ پ | ۲-1 


ت ِ و |« 


در نتیحه برای تعیین علامت (۳-)(۱- ) باید مشخص کنیم * در جه محدوده‌ای قرار 
دارد. سه محدوده در جدول فوق وجود دارد : ۲ < ۰۶ ۲ > ۶ >۱ و۱ > .۰ 
بنابراین تعیین علامت عبارت (۲ -)(۱-) به صورت زیر است(؟) 


۹ 


۱ 
6-۷-0 | + 


‌ 


در نتیجه مجموعه‌ی جواب امعادل‌ی ۰ < (۲-)(۱-) عبارت است از (۰0 +,۲] ل)[0,۱ه-). 
برای سهولت در نوشتن, تمام جدول‌های صفحه‌ی قبل را می‌توان در یک جدول به صورت زیر 


تشن داد 
۷۲ ۱ 1 
"2 ۶-۱ 
۳ ب ب ۲-۲ 
پ  !‏ ! + 6-9 


تارف (۳۴-)(۲۶-۰۱) را تعیین علامت کنید. 
۲- نامعادله‌ی ۲-۷٩4۷۱۰۵۰‏ ۲ را با استفاده از تحزیه حل کنید. 
۲- مجموعه‌ی جواب نامعادله‌ی ۲۵ < ۲« جیست؟ 


۳ تابع (۳ ۱ -*)-/ < ()2 به ازای حه مقادیری از * قابل قبول است؟ 


۱۳۳ 


علی به عنوان یکی از اعضای تیم والیبال مدرسه‌اش وارد زمین شده است و آماده‌ی شنیدن 
صیدا ی سره اغاد بازق از ماع داون ایس:د << 
می‌زند. فرض کنید ۰-۱۳ (0 نشانگر ارتفاع توپ در زمان ) بپرحسب متر باشد. (مبد 
زمان با سوت داور و زمان نیز برحسب ثانیه است). 

لف) جدول زیر را کامل کنید. 


700۳ 
| ا ۲ ا ۱۳ 
| | | ]۵ 


(160 نشانگر جه کمیتی می‌تواند باشد؟ 
ب) نمودار ()1 را رسم کنید. جهار زمان مختلف بيابید که در آن‌ها توپ در فاصله‌ی حداقل 


۵ متری از زمین باشد. 


ج) پس از چه زمانی توپ به زمین برخورد خواهد کرد؟ روی نمودار آن را مشخص کنید. 

د) با توجه به نمودار (9)0 مشخص کنید آیا توپ به ارتفاع بیش از ۲ متر می‌رسد؟ 

هم تمام زمان‌هایی که توپ در ارتفاع بیشتر از یا مساوی ۲/۵ متر از زمین است را با یک نامعادله 
نشان داده و آن‌ها را پیابید. با توجه به نمودار نیز به اين سوال پاسخ دهید. 

همان‌گونه که در فعالیت فوق دیده می‌شود موارد زیادی پیش می‌آید که برای تعیین علامت یک 
عبارت و یا حل یک نامعادله درنظر گرفتن نمودار آن مفید می‌باشد. 


«ِ 


در قسمت‌های قبل تابع (۳۲-)(۱-) < (1) ] 
تعیین علامت شد. نمودارتابع به شکل مقابل است. 

همان‌طور که می‌دانید تعیین علامت به این معناست 
که عبارت به ازای حه مقادیری منفی يا مثبت است. در 
شکل مقابل مشهود است که دربازه‌ی (۲ و ۱) نمودار 
زیر محور ها قرار دارد. یعنی مقدار تابع منفی است. 
در دو نقطه‌ی ۲ و ۱ (ریشه‌ها) برابر صفر بوده و خارج 
از بازه‌ی [۲ ,۱] نمودار بالاای محور ها می‌باشد یعنی 
عبارت (۲-)(۱-) مثبت است. 


۳۳۳ 


۱- با رسم نمودار ۲-۲ ۷ جواب نامعادله‌ی 6 ۷ از را وشن | مره 


۲- نامعادله‌ی » <۱+ ۲ به ازای جه مقادیری از 5 برقرار است؟ با رسم نمودار ۱+ 2۳ 
وضعیت آن را نسبت به محور :ها بررسی کرده و به سوال قبل جواب دهید. 

۲- اگر (۱(6-۲-) < (1)5, با توجه به نمودار آن تمام مقادیر * که ۲ < ()] را روی 

۴- با توجه به نمودارهای درجه‌ی دومی که تا به حال در کتاب دیده‌اید آیا می‌توانید با رسم شکل 


۷ 


تعیین علامت جند جمله ای درجه‌ی دوم 


در مطالب گذشته با تعیین علامت عبارت‌هایی نظیر ۲+ ۲-۳ (۲ ۰-۱6 
(۷۲(6+۰۷۲-) ۲-۲ و ۱۰+ ۲-۷۲ و آشنا شدیم. در این بخش فصد داریم روش 
کلی برای تعیین علامت یک عبارت به شکل 6 +9 + جع ۷ که در آن 2 و 0 و 6 اعداد معلومی 
هستند ارائه کنیم. ۱ 

سه عبارت بالا و به طور کلی هر عبارت به شکل ت + + "رن که ۵۰ و 2و اوه اعداد 
معلومی هستند را یک «جند جمله‌ای درجه‌ی دوم» بر حسب 5 می‌نامیم . 


۳۳ 


چند جمله‌ای درجه‌ی دوم 6 +0 +2۲ را درنظر بگیرید. 

الف) اگر * < + 9 + "2 , به روش ۸ ریشه‌های آن را مشخص کنبد. (فرض کنید» < ۸ ). 
ب) اگر ,6 و ب» ریشه‌های معادله‌ی درجه‌ی دوم مذکور باشند. نشان دهید : 

ج) با استفاده از (ب) جاهای خالی زیر را پر کنید. ۱ 


۷ ٍِ ۳ 6 ِ# ) - ۲ ]هت شب رشب )دس ج وه + 
۶ ۶ 


پس از حل فعالیت فوق در می‌یابید که اگر یک عبارت درجه‌ی دوم دو ریشه داشته باشد آنگاه به 
صورت حاصل ضرب دو عبارت درجه‌ی اول با یک ضریب (همان 2) تجزیه می‌شود. چون روش 
تعیین علامت عبارت‌های درجه‌ی اول و حاصل ضرب آن‌ها را می‌دانيم به راحتی می‌توان ان عبارت 
درجه‌ی دوم را تعیین علامت کرد. به مثال زیر توجه کنید. 


ِ‌ 


عبارت ۳۰+۱- ۲۳ < ۷ را تعیین علامت کنید. 


با روش ۸/ به سادگی به دست می‌آید که او ریشه‌های معادلدی ۱-۰ ۲۸۲-۳۹۰ هستنك: 
۱ 


صفحه‌ی بعد است : 


حص | 6ص 


۷-(6-  ب‎  - + 


اک شرت | فرهال وق عویش رها ۷ات بود جه تغییری در جدول تعیین علامت رخ می‌داد؟ 


اگر ۰< ۸ و عبارت درجه‌ی دوم 6 +9 + نج ۷ دو ريشه مانند ۲ و ,۶ داشته باشد 
طبق فعالیت داریم : (- 206-۱6 ده + 9 + "یر 
فرض کنید 5۷۲ > ,6 » در این صورت جدول تعیین علامت لا به صورت زیر است. 
3 ِ ۱ کت 


۵( ثٍِ_ِ 


۱- توابع زیر را تعبین علامت کنید. 
الف) ۲ + ۶۲-۸۷ < ()] 


ب) ٩-۲‏ + ۳۲- < (ع)2 

۱ بر 0+6 + ۲ج < ۷ و معادله‌ی ۰-<ع + رو + رح دو ريشه مانند ,عر و بد داشته 
باشد و * > 2 جدول تعیین علامت آن را بکشید. تفاوت ان با حالتی که » < 2 حیست؟ 

2۴ ۷ 2 ۱ در هر دو حالت ۰< 2۵ و 2۰ جدول تعیین علامت ع + 9 + برچ را 

۴- با رسم نمودار  <)+۱(‏ و (6+۱-- 9 این دو عبارت را تعیین علامت کنید. 
شباهت این سوال با سوال قبل چیست؟ 


0 


تا کنون با مطالعه‌ی قسمت‌های قبل با روش تعیین علامت عبارت‌های درجه‌ی دومی که ریشه‌ی 
حقیقی دارند اشنا شده‌اید. در این بخش قصد داریم تا عبارت‌های درجه‌ی دومی را بررسی کنیم 
که ریشه‌ی حقیقی ندارند. 

تما از سا کش باه عارید گر یم حالق مهم به عبات دیک ام ادلی 
6۰ +9 + ازج ريشه نداشته باشد آنگاه» > ۴۵0 - 9۳ < ۸ . در نتیجه ۰< ۴۵۵-9۲ . از 
طرفی 


0 9 
(ح+ رت + و عم + + رو 
2 2 


۴۲ ۲ 
۴۵0-۲ 9 ۵6 "9 
(ت + | - + رت +) |۵ 
۴0 3 ِ ۲ ۴۵۸۲ ۱ 


از دوعبارت داخل کروشه یکی مثبت و یکی نامنفی است. بنابراین عبارت داخل کروشه همواره 
مثبت است. (به ازای هر) در نتیجه علامت ع + 9 + »دج , بسته به این که 2 حه علامتی دارد 


همواره یک نوع است. جدول تعبین علامت به شکل زیر است. 
دلخواه 1 
+ + + ارم ۰< 4۵ 


تِ 6 ۶ 3 ۰> 8 


لبته این موضوع از منظر دیگری نیز قابل بررسی است. همان‌گونه که مي‌دانيم پس از رسم 
نمودار 6 +0 + 2 < 1۷ محل برخورد آن با محور ها نشانگر ریشه‌های ان می‌باشد. زیرا در 
این مکان‌ها» < بو . بنابراین اگر عبارت مذکور ریشه نداشت به اين معنی است که هیج گاه ۰ - ا 
اتفاق نمی‌افتد یعنی هیج نقطه‌ای از نمودار روی محور ها نیست. با توجه به نمودارهای درجه‌ی 
دوم مختلفی که تاکنون دیده‌ايم دراین حالت يا نمودار به تمامی بالاای محور ها قرار دارد يا به تمامی 
پایین محور ها قراردارد. 


0 


در این صورت شکل کلی به دو صورت زیر است : 
1 ۸ 


حرا اگر قسمتی از نمودار عبارت درجه‌ی دوم بالای محور ها و قسمتی پایین بائمد آنگاه آن 
عبارت حتما ريشه دارد؟ 


د- ۰ _ 


تمام جواب‌های نامعادله‌ی ۰ <۱+ ر + ۲)ر را بیاپید. 


داریم : 
۱ ۱۲ ۲ 
۱+ (-+ع) ۱2+ + ور 
۳ ۲ 


۷ 
+ (جب) < 
۴ 0 ۲ 


جون همواره مج( + پس مج دا در نتیجه به ازای هر 5 نامساوی 


۰ <۱+:+ ۳ درست است. یعنی جواب نامعادله 
عبارت است از مجموعه‌ی ؟1. 
درضمن نمودار ۱+ + ۲ < ۷ به صورت مقابل 


اتتته 
نان کر کف هه يف دا رال هازای: * 
هر بالای محور ها فراردارد» یعنی مثبت است. 


«‌ 


ك 


عبارت ۵ وب را تغیین علامت کلید: 

می‌دانیم 2۱-۴۵-۱۹ ۰۸ بنابراین ۸ و همجنین ضریب ۳ برابر یک است 
که مثبت می‌باشد. بنابراين طبق مطالب قبل همواره <۵+- ۳ . یعنی مجموعه‌ی جواب 
تامعادله‌ی » < ۵ + - ۲ عبارت است از <1. 


جمع‌بندی تمام مطالب مربوط به تعیین علامت جند جمله‌ای درجه‌ی دوم ۰ +0 + 2۲ به 
صورت زیر است : 
حالت اوّل : ۰< ۸ در این حالت دو ریشه‌ی متمایز مانند 0 و ۷ داریم ( ۲۲ > ) 


1 1 ا ۰ 


موافق علامت 2 ۱ مخالف علامت 2 موافق علامت 2 6+ ها + آ نو < ۷ 


حالت دوم : ۸-۰ ,در این حالت یک ریشه داریم : 


‌ ۱ ۱2۷۲ 


موافق علامت 2 موافق علات3 ع+عهطا + جه - ۲ 
حالت سوم : ۰ > 
دلخواه ۱ ۹ 
موافق علامت 8 9+61 + و < ۷ 


هم 


۱- نشان دهید اگر *ا اراه اب ۷ 
۲_اگر *< 2 ثابت کنید ۲< بع. 
2 


(یعنی حاصل جمع هر عدد مثبت با معکوس خودش حداقل دو است.) 


۳-اگر ۰ < 9 وه با استفاده از تمرین قبل نشان دهید : ۴ < داد 
: 8 0 2 
۴ دامنه‌ی هریک از توابع زير را اتب 


۱ ()ع (ب ۳+۱ ۰/۲۲ < (۲)6 (الف 


- ۶ ‌ ۳ ۲ _ ۳ 
۱ (10۶ ( (۳- ۰۱:06 < (7) (ج 


۵- نمودار تابع 1 مطابق شکل زير است. 


( ال به ازاع چا شاذیر ی ان هرت ند ه است؟ 

۶- تمامی اعدادی که اگر جای ۸ قرار گیرند عبارت ۳+۱ + 2:7 < ۷ همواره مثبت می‌شود 
را پیابید. 

۷-به ازای هریک از مقادیر 2 معادله‌ی » < ۵ + ۲ + ۳ با ریشه‌ی حقیقی ندارد یا دو ریشه‌ی 
متمایز یا دو ریشه‌ی یکسان دارد. در هریک از این سه حالت تمام مقادیر ممکن برای ۸ داتفا نی 

۸-مهدی و امید در حال تمرین برای مسابقه‌ی فوتبال هستند. آن‌ها قرار است تمرین شوت زدن 
انجام دهند. با شنیدن صدای سوت مریبی هرکدام به توپی که جلوی پایشان است ضربه‌ای می‌زنند. 
اگر ۱۰6+ 2-0۲ (0)ظ نشانگر ارتفاع توب مهدی در زمان ) و ع۳0۳+۱۸- - (0)ع نشانگر 
ارتفاع توپ امید در زمان ) بائسد طی جند انیه توپ امید در ارتفاع بالاتر از ارتفاع توپ مهدی قرار 
دارد؟ (ا برحسب ثانیه و (16 و (8)6 برحسب متر هستند.) 


0:9 ۰. 


آیا رد سلول‌هاء نظام‌های بانکداری در دنیا و نحوه‌ی محاسبه‌ی سنْ یک درخت کهنسال یا یک 
کی تابع قانون‌مندی‌های خاصی است؟ 

امروزه باتوجه 4 تب روزافزون روش‌های پژوهشی کمی در علوم, هم نیاز و هم امکان استفاده 
از روش‌های ریاضی, امار و علوم کامپیوتر افزایش یافته است و مهم‌ترین ویژگی به کارگیری ریاضی» 
توانایی الگوسازی‌های ریاضیات است. یکی از جدیدترین اين نمونه‌ها نقش الگوهای ریاضی در 
مطالعه‌ی سلول‌های بنیادی است. 


سلول‌های بنیادی 


در یکی از روزهای سال ۱۳۸۲ این خبر به تمام دنیا مخابره شید . پژوهشکده‌ی رویان به عنوان 
کر تعشتات عارسارای و درناق ازور حهاه دا شگاف رومزنی بر ید سارل ها یادن 
جنینی انسان شد . این سلول‌ها قابلیت تکثیر نامحدودی دارند و می‌توانند تمام انواع سلول‌های بدن 
نظیر عصب , ماهیجه‌ی قلبی » کبدی و ۰.. را به‌وجوداورند. 


شکل ۱- (سمت حپ) یک مجموعه از سلول های بنیادی دارای حدود ۱۰ هزار سلول است 
که در سمت راست با بزرگ‌نمایی بیشتر, سلول‌ها به‌صورت و اضح نشان داده شده‌اند. 


در شکل (۲) روند تکثیر سلول بنیادی جنینی در ۴ مرحله نشان داده شده است . 


اک وزئد تکثیر سارل بتیادی سین ماد شکل (۲) ادامه‌یفا: کند:؛ 


۱۳۳۳ 


جدول زير را تشکیل می‌دهیم. 


تعداد سلول‌های بنیادی تکثیر شده | تعداد مراحل تکثیر سلول‌ها 


۱ 
۱ ۲ 
۲ ۳ 
3 ۸ 
۳ ۱۶ 
۵ ۳ 
۶ ۶۴ 
۷ ۱۳۸ 
۸ ۳۵۶ 
۹ ۵۲ 


جدول ۱ 


با توجه به جدول (۱) می‌بينيم که سرعت تکثیر سلول‌های بنیادی جه‌قدر زیاد است ! 

۱- پس از حند مرحله, تعداد سلول‌های تکثیرشده, برابر با ۲۰۴۸ سلول خواهدبود؟ 
تعداد سلول‌ها و مراحل تکثیر آن‌ها به دست اورید؟ 

اگر بخواهيم تعداد سلول‌های تکثیر شنده در مرحله‌ی بیستم یا مرحله‌ی سی‌ام و یا هر مرحله‌ی 
دیگری پیدا کنیم . قطعاًبایدبه دنبال راه میان بری بگردیم وگرنه محاسبات طولانی و وقت‌گیر خواهد 
بود. به همین منظور جدول (۱) را بر حسب توان‌های ۰۲ بازنویسی می‌کنیم. جدول (۲) به دست 
می‌اید. شما هم جای علامت سوال‌ها را با استفاده از ماشین حساب پرکنید. 


تعداد سلول‌های تکثیر شده مراحل تکثیر سلول‌ها 
2۷ ۲ ۰ 
۲-۲ ۱ 
۲-۴ ۲ 
۲-۸ ۳ 
۲۹-۶ ۴ 
2۲ ۲۰ ۹ 
۱۱,۳۸۴ ‌ 
۳۰۵ ۳۰ 
جدول ۲ 


تموداو زین رایظی ین مراعل. متختاف تکتیر سلول‌ها و هداد سلول‌های 
می‌دهد : / 


‌ 
3 
3 
م1 تعداد سلول‌های تکثیر شده 


۳۳ 


در فصل اوّل یک الگوی نمایی برای رشد باکتری‌ها به‌دست آوردیم که جرم تقریبی باکتری‌ها از 
ضابطه‌ی ۲۳ < ()ع ۰ محاسبه می‌شد؛ دوباره به آن فعالیت باز می‌گردیم : 


۱- مقادیر به دست آمده در آن فعالیت را در جدولی تنظیم نمایید و نمودار آن را رسم کنید. 
۲-گرمحور: هاء بیانگرزمان و محور لا هابیانگر جرم‌باکتری‌هاباشد, نمودارتابع ۳ 2 ()۵ رابرای 


۲۷ ۲ ۵ ۳ ۰۱ ۱ 1 ۱ 
وف نمایید و سپس آن را با شکل زیر مقایسه کنید . 
۴" ۴ ۴ ۶ رسم 7 مب 


و 


هر اج ام مد ما مت مهم 


می‌توانیم این نموداررا برحسب‌تابع "۲ < لا بیان کنیم. به‌این‌گونه تابع‌هاه تبع نمایی‌می گویند کهبه‌دلیل 
متغیر بو دن تما» تین نامی به آن‌هاداده‌شنده استت: برای تمام اعداد حقیقی :, (گویاو گنگ), این منحنی‌را 
می‌توان برای نمایش تابع ۲۴ < ()2 به کار برد. 
حسب زمان به صورت توان‌ها يا نماهای ۲ است. 


نت بت 


آیا عبارت *(۲-) را می‌توان به ازای تمام «های حقیقی محاسبه کرد؟ 
هر تابع به صورت *۵ < ۷ که 8 عددی حقیقی و ۱ ۰۸ (۸ ویک متغی< 
پس است. یک تابع نمایی نامیده می‌شود. 17 


۳۳ 


۱- دامنه و برد تابع << ۷ و یت ]رنه 


-_ 


الف) نمودار تابع نمایی ۷-۳ را در تقاط داده شده جدول زیر ب‌دست آورید و سپس نقاط را 


ِ یکدیگر وصل نمایید. 

۹ ۳ ۲ 
۳ ۳ ۱ 
۳2 
1 ۳ / 
۴ 
۳ ۱ 
۱ ۴۳۱ ۴ 

۲ ۷ ۳ 


نمودار تابع نمایی ۳ محور ها را در نقطه‌ی ۱ قطع می‌کند. 


ح‌ 


ب) با استفاده از تمودار ۲ ۶ ۶ ۰ مقدار رین ۱۳ را پاوست ریق 


با ابتفاده از ماشیخ شاب مقذار نقریی ۴۳۳ برار است با : 


۴۷۸ 2 ۵۳ 


۱- نمودار تابع ۷-۷۳ را به ازای ۲ > >۱5- رسم کنید. 
۲- مقدار تقریبی ۷۴ را با استفاده از نمودار تابع بهدست آورید. 


"۳ نمودار توابع ۷ ۷-۳۳۱ و ۲ ردو بگادستگا: مختصات رسم کنید 
و آن‌ها را با هم مقایسه کنید. 


۵ 


لف) نمودر (3)- را رسمکند. ای اه 
نقطه‌ی تقاطع منحنی با محور /ها؛ نخیست؟ ۸ ود ۳ 
ند دی دوه ادن گم ۰ 
٩ "۳ ۲‏ 

۱ ك 
)۳( ۱ 
۰ ‌ ۲ 


۳ : 
ب) با استفاده از شکل تابع, مقدار تقریبی ۷۵ (ب) را پهدست آورید. 
خل :داز ترفن که 2-۷۶۵ 9 است» خدودا ۵79 است: مقدار قریی سل ۳7 


با ۵۶۵۶۸۵۴۲۴۹ < ۳ می‌باشد . 


‌ 


4 


۱ 
2۱ نمودار ۲ + )2 ۷ را رسم کنید. نقطه‌ی تقاطع منحنی با محور لاهاء جیست؟ 


-/۵ 


۲- با استفاده از نمودار تابع فوق. مقدار تفریبی ۲ -۱ را بویت آوزیده 


توجه شود که در نمودار مثال قبل وقتی که ۶ بزرگ می‌شود مقدار ۷ کم می‌شود و برای 
«های کوحک‌تر از صفرء‌مقدار ۷ به سرعت افزايش می‌یابد. به طور کلی این وضعیت برای تمام 
توابع نمایی *۵< ۷ و ۵>۱>" برقرار است. 

۳- از روی نمودار؛ ویژگی‌های تابع ِ را برای حالت ۱< 2 و >> را مشخص نمایید. 


گت 


در شکل زیر نمودار توابع و ۲ ۲ ور ۷۹/۵۲ نان عاده له است: 
توجه کنید : 


همان گونه که از نمودارها, مشخص است. محل تقاطع منحنی "۲ 2 ل با محور /هاء نقطه‌ی ۰1-۱ 


در ۳ 2 ۷, نقطه‌ی ۳ < ۷ و برای منحن ۳ »> ( , نقطه‌ی ۷<۰/۵ می‌باشد. 


۳ 


۱۳۳ 


1 ۳ ِ ۱ ۳۹ ۳4 3 

۱- فکر می‌کنید توابع 2۱۴ ۷ و ۷-7 در جه نقطه‌ای محور ها را قطع می‌کنند. ایا 
می‌توانید بدون استفاده از جدول. نمودار تقریبی این دو تابع را رسم‌کنید؟ 

۲- نمودار توابع و 9 و *۵< ۷ را در یک دستگاه مختصات رسم کنید و آن‌ها 


را در  <»‏ و » > با هم مقایسه کنید. 


عم ۰9 


در جدول زیره مقادیر ‏ و از یک تابع داده شده‌است. رفتار این تابع يا جگونگی تغییرات این 


حل : مقادیر ‏ به صورت منظم, به فاصله ی ده واحد اضافه می‌شوند. مقأدیر ۷ به صورت زير 


۸۰ ۴۰ ۳۰ ۱۰ ۵ ۳/۵ 


همان‌طور که مشاهده می‌شود مقادیر ۷ با ضرب یک عدد ای در عدد قبلی. به‌دست که 
با توجه به این که دامنه‌ی تغییرات » به صورت منظم در یک فاصله‌ی معین است و میزان تغییرات 
مقادیر ۷ بر اثر ضرب ذر یک غدد ثابت است: لا این داده‌ها می‌تواند پیانگر رفتار یک تابع نمایی 
باشد . 

نقاط معلوم در جدول را در یک دستگاه مختصات رسم می‌کنيم و سپس آن‌ها را به یک‌دیگر 


ح‌ 


آی می‌توانید عبارت دقیق تابع نمایی بالا را بهدست آورید؟ 


ات 


- نمودار هر دسته ازتابع‌های زیر را قز یکت دشگاه مختصات رسم‌کنید و وضعیت آن‌ها را 


نسبت به هم مقایسه کنید . 

۳-2 ۰ ۱ ۷ 
۱ ۲ ۷*۳ 
1۳ ۳ 


۳- رفتار یا جگونگی تغییرات کدام یک از توابع زیره نمایی است؟ 


(۱۷- )۲ < 7 (ب 


۷-۳ (د 
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۴- ۷-۲ (الفب 
۷-۳ (ب 


"۵ < ۷ (ج 


۲- در جدول زیر نقاطی از یک تابع داده شده است. آیا جگونگی تغییرات اين تابع. نمایی است؟ 


۳ (الف 


-< ۵ + ۷ (ج 


‌ 


(ز (و (ه 
.2۰ 1 ۲ ۹ ۱ 1 
۴- نرکس و فاطمه نمودار ۳ را رسم کرده‌اند. کدام یک از آن‌ها؛ نمودار را درست رسم‌کرده 
است؟ دلیل خود را توضیح دهید. 


/ 4 
نمودار رسم شده توسط نرگس نمودار رسم شده توسط فاطمه 


۵- توابع "۳ < ۷ و تابع ۳ < ۷ چه فرق اساسی با هم دارند؟ 


۶- نمودار توابع زیر را رسم کنید. محل تقاطع نقاط نمودار با محور ها را پیدا کنید. 
با استفاده از نمودار. مقدار تقریبی تابع در نقطه‌ی داده شده را وت 


۷ : ۳() - ۱ (ب ۸ : ۲-۹ (الف 


2-۳ 1 : «() - و (د ۳ : ۷-2۱ (ج 


۷- مشخم کنید که آیا داده‌های زیر در هر جدول, بیانگر یک تابع نمایی است یا خیر؟ دلیل خود 
را توضیح دهید. 
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۶ ۱۳۹۶ ۱ ۲۱۶ ۳۶ ۶ ۱ 1 
(ب 

۲۵ ۳۱ ۱۷ ۱۳ ۹ ۵ 1 
(ج 

۵ ۲ ۱ ۴ 1 
(د 

۵ ۱ ۰/۲۵ 0 ۱ 1 
(ه 

1 ۱۶ ۱۲ ٩ ۶۷۵ 
(و‎ 

1 -/۵ ۱/۵ ۳ ۴ 


۸- مشخص کنید که از توابع زیره کدام‌یک خطی هستند, کدام‌یک درجه‌ی دوم و کدام‌یک رفتار نمایی 
دارند؟ 


۳۶2۵+( (ج (۱ + 06- - ۷ (ب ۷-۷-۴ (الف 


(د 


(این قسمت از مطالب کتاب یمنی رشمد و زوال نمایی, صرفاً جهت اطلاعات بیشتر دانش‌آموزان 
است و به عنوان سرفصل رسمی درس محسوب نمی‌شود.) 

رشد و زوال نمایی 
قرار می‌دهیم . 

رشد نمایی 

در یی رت اهای در ی ار کر ها افرات تهنا رها ار واه سا ۱۰۰۲ نان 
ماه ۱۳۸۲) تا جولای ۲۰۰۵ (تیرماه ۱۳۸۴) ۱۳/۷ درصد در هر ماه بوده است. فرص کید انکر 


هداد کل وبلای‌ها برحس میلیون و باکر ماه‌ها از واسر ۲۰۰۲ باتد. در این صورت نداد 
متوسط وبلاگ‌ها در هرماه از قانون (الگوی) زیر پیروی می کند. 


7 < ۱/۱/۱+۰/۱۳۷( 2۱/۱/۱۳۷۳ 


اقلا ۷۱۸۲ ولا تال ها اهلد 
۴ گ0ا لا لا لا ۲3 
تا 


تسکت 


پدر علی» مبلغ ۰ هزار تومان در حساب پس‌انداز» در یکی از بانک‌های کشور ذخیره می کند. 
پیش ‌بینی بانک این اس که رفن خوا ح راهان تبلیغانی ار در ۱۰ سال اینده. 


ح‌ 


خلاول مب وان ۱۲ دح برد ات ورد در عی عاي م بو کها حسا سس ادا را 
برای تو باز کرده‌ام و الاآن که سن تو ابتدای ۱۷ سال است حساب‌کن که در پایان ۲۵ سالگی » جه 
میزان پول در حساب پس‌اندازت وجود خواهد داشت؟ 

علی شروع به محاسبه کر مقدار پس‌الار بایان سال اول ابدای ۱۸ سالک با اس اه 


ِ هه )هه ۱۰ 


( - ۱۰۰۰۰۰4۱۴۰۰۴ 


مقدار پس اتدار در بایان ۱۸ سالصی را است با 
۰ ۱ ۰۰/۱۴ ۱۱۴,۰۰) +۰ ۱۱۴,۰۰ 
این عبارت را می‌توان به صورت زیر باز نویسی کرد : 
2۱۰۰۰۰۰/۱۴ (۱۰۰,۰۰۰)۱/۱۴([)۱/۱۴] 
به همین صورت اگر ادامه دهیم مقدار پس انداز علی پس از پایان ۲۵ سالگی برابر است با : 
۰(<)۱+۰/۱۴(۳ ۰ ۰ ره ۱۰) 


بنابراین در حالت کلی. اگر نرخ سود )1 ۱۰۰( درصد و سالیانه قابل پرداخت باشد » در این 
صورت اگر مبلغی در پایان سال اول پرداخت می گردد (اصل به علاوه سود) ,7 باشد » 


داریم : (+0 2 0+10 < آ 

مبلغ پس از دو سال برابر است با : (+0 >[ +۱][(+60] ۷ 

مبلغ پس از ۲ سال برابر است با : ۳( +60۱ - [۲[]۱+۶( +00۱] < م7 
سِِ 


معادله‌ی کلی رشد نمایی. به صورت *(:+۰)۱- ۷ است که در آن 7 بیانگر 1 
مقدار نهایی. :)بیانگر مقدار اولیه. ۲ بیانگر میزان رشد (تغییرات) برحسب ‏ | 
7 اعشار و ] بیانگر زمان است. 


فرض کنید ۳۰۰ هزار تومان در حساب پس‌اندازی که هر سال ۱۲ درصد سود می‌دهد. ذخیره 


حل : با توجه به فرمول "(۲ +261 ولا , ۸-۳ ,۴۰۰ <6 ,۲2۰/۱۲ و لذا؛ 


2۲ 2 ۱۲۳ /۰)۱+۰ ۴۰۰,۰۰ < با داریم : 
یعنی مبلغ پس انداز در پایان ۳ سال برابر با ۵۰۶/۱۹۷ هزار تومان است. 


‌ 


رشد جمعیت ایران طی سال‌های ۱۳۲۵ تا ۰۱۳۶۵ حدود ۳ درصد بوده است. ار حمعت ابران 
در سال ۰۱۲۵۵ حدود ۱٩‏ میلیون نفر بوده باشد. جمعیت ايران در سال ۱۳۶۵ حند نفر بوده است؟ اگر 
این رشد همحنان باقی می‌ماند. جمعیت کشور در سال ۱۳۸۸ حند میلیون نفر خواهد بود؟ 

از سال ۱۳۷۰ رشد جمعیت ايران با کاهش بی‌سابقه‌ای به حدود ۱/۵ درصد تنزل یافت.بنابراین 
اگر جمعیت ایران در سال ۱۳۶۵ حدود پنجاه میلیون نفر بوده است با نرخ رشد ۱/۵ درصد. جمعیت 
ایران در سال ۱۳۸۸جند نفر خواهد بود؟ اگر همین نرخ رل ات مان کف اراد سا 
۴ جحند نفر خواهد بود؟ 

زوال نمایی 

همانند رشد نمایی» می توان صحبت از زوال نمایی کرد. 


ات 
اس 


معادله‌ی کلی زوال نمایی, به فرم "(7 -6)۱< ( است که در آن ۲بیانگر | 
مقدار نهایی » بیانگر مقدار اولیه» ۲ بیانگر میزان نزول بر حسب اعشار و -- 
۳7 ببانگ زدان است: 


ك 


۱- یک قایق کاملا بادی» روزانه ۶/۶۰ درصد بادش را از دست می‌دهد. قایق بادی دارای 


‌ 


الف) معادله‌ای بنویسید که بانگر میران از دست دادن باد قاق باشد. 

حل : معادله‌ی کلی برای نزول نمایی به صورت "(-۱) - ۷ است. لذا باتوجه به اطلاعات 
داده شده در مثال» می‌توان نوشت : 

۷ <- ۷۳۷/۴۱/۱۷/۸۸۸۸۰۰/۰۶۶( - ۷۳۷۴۱۸۱۷۸۸۸۸۹۳۴۲ 

بناپرایی معادله‌ای که بیانگر از دست‌دادن باد در قایق است به صورت *(۹۳۴ )۷۳۷۴۱/۷۸۸ < 7 
است که در آن ۷ بیانگر مقدار باد در قایق برحسب سانتی‌مترمکعب و ] بیانگر تعداد روزهاست. 

ب) میزان بادی که بعد از ۷ روز قایق از دست می‌دهد. تخمین بزنید. 

حل : معادله‌ی از دست دادن باد 

- ۷۳۷۴۱۱۷۸۸۰۹۳۴۲ < ۷ 
۱-۷ ۷۸۸۰/۹۳۴۳ ۷۳۷۴۱ - 
0 ۹ م2 

بنابراین میزان بادی که قایق بعد از ۷ روز از دست داده, ۴۵۷۱٩‏ سانتی مترمکعب می‌باشد. 

۲- جمعیت یکی از کشورهای خارجی. در سال ۲۰۰۰ دی برار ۲ ۲۰۰۰۰۰۰۲۰۰ فر بوده 
است. رشد جمعیت این کشور با نرخ اد ال اش اس سم اس ور سا ۱۲۰ 
میلادی حند نفر خواهد بود؟ 

حل : با توجه به اين که معادله‌ی کلی زوال نمایی به صورت (:-6)۱ < و می‌باشد با جایگذاری 
۲ ,0,1 جمعیت این کشور در سال ۲۰۱۰ براپر است با : 


۱- فرض کنید در یک کشت باکتری . در پایان ۲ روز تعداد ۳۶۰۰۰۰۰ باکتری و در پایان ۴ روز 
تعداد ۲۰۲۴۰۰۰۰۰ باکتری وجود دارند. مطلوب است : 

الف) تعداد باکتری‌ها در شروع آزمایش 

ها ای ۱ 

ج) تعداد باکتری‌ها در پایان ۳ روز 

د) تعداد روزهایی که در پایان آن تعداد باکتری‌ها براپر پا ۲۹,۱۶۰,۰۰۰ خواهد بود. 

۲- جمعیت کشور مکزیک در سال ۰ میلادی. برابر با ۰ ۱ نفر می‌باشد. اگر نرخ 
میت ۱ اب کت مد ی ۱۱ ۱ اف ود 

ار را تولدش وارث رت تومان شد . اگر این 
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۷2۴۰۰۰۰۰۰۰۱-۰ /۰۱( ۲ ۳ 


شخص این مبلغ را با نرخ هشت درصد سود سالیانه سرمایه گذاری کند هنگام بازنشستگی در سن 
۵ سالگی جه مبلفی دریافت می‌کند ؟ 

۴- جمعیت کشور لیتوانی در سال ۰۲۰۰۵ برایر با ۲۰۲۹۰۰۲۳۷ نفر بوده‌است. نرخ رشد جمعیت 
در این کشور با رخ ۸۱/۱ در حال کاهش است. جمعیت این کشور در سال ۲۰۱۵ میلادی جند 
نفر خواهد بود؟ 

۵- (هواشناسی). فشار اتمسفر (برحسب میلی بار) در ارتفاع برحسب متر از سطح دریاء 
به وسیله‌ی تابع زیر تقریب زده می‌شود. 

1) ( - ۷۰۳/۰۰ 

ی 

الف) میزان فشار در سطح دریا حقدر است؟ 

ب) رستورانی در ارتفاع ۰ متری در اردیبل فرار دارد. 

میزان فشار تقریبی اتمسفر در محل این رستوران جقدر است؟ 

ج) اگر ارتفاع افزايش پیدا کند ,چه اتفاقی در فشار اتمسفر ایجاد خواهد شد؟ 


لگاریتم و تابع لگاریتمی 

محاسبه لگاریتم یک ابزار مناسب برای توصیف بسیاری از پدیده‌های طبیعی است؛ محاسبه 
قنویتا ز ارله: تحص کردن ات گر خیداغی فان تن کفسط کرتن اسان که ند ان استائة 
شنوایی می‌گویند و همین طور محاسبه استانه درد که قوی‌ترین صدای قابل تحمل برای گوش انسان 
جمعیت یک جامعه پس از زمان معینی که در برنامه‌ریزی اقتصادی نقش تعیین کننده‌ای دارد و یا 
هنگام محاسبه نیمه عمر عناصر رادیواکتیو که ماده اصلی در انرژی هسته‌ای است از لگاریتم استفاده 
سس 
تابع نمایی *0 < 7 می‌توان به طور مثال تعداد سلول‌ها را پس از زمان * پیش‌بینی کرد. در مواقعی 
نیاز است که بدانیم تعداد معینی از سلول‌ها پس از جه زمانی به‌وجود می‌ایند. برای پاسخ به این قبیل 
سوالات از مفهوم جدیدی به نام تابع لگاریتمی که معکوس تابع نمایی است استفاده می‌کنیم. 


# 


تابع لگاریتمی جیست و حگونه ساخته می‌شود؟ 


با تابع نمایی ی شروع می‌کنیم که تابعی یک به یک است و بنابراین تابع معکوس آن 
وجوددارد. به یاد اورید که معکوس تابع یک به یک («10- ۷ را می‌توان با یافتن فرینه‌ی نقاط 
روی نمودار تابع 1 نسبت به خط 2 ساخت. 


به جدول و نمودار زیر توجه کنید : 


۱-9 2 ۳ 

2 7 ۹ 7 

۱ ۲ ۲ ۱ 

۲ ۳ ۴ ۲ 

۳ ۸ ۸ 9 

9 ۱ ۱ ۱ 
۱ ۱ 

"‌ ۲ ۲ "ِ 
۱ ۱ ۱ 

۲ ۴ ۴ ۳ 
۱ ۱ 

۳ ۳ 7 س 


فوشکل زاتبردار تفای وشودار تام شتکرس کت مکش نی ترا سای 
داده شده است. به عنوان مثال نقطهی (۴ و ۲) روی نمودار تبع ثمایی است؛ و نقطه‌ی (۷ و ؟) که 
ی آن یت یه خط توح انست وی تبودار تام سکرس آن (نام لکاریشی) فزار دازد: 

معکوس ۲۳ < ز را می‌توان به صورت ۲۲ < » نوشت.در عبارت ۲۳ < 7۰ را لگاریتم ۲ 
در پایه‌ی ۲ می‌خوانيم و با نماد عم[ و نشان می‌دهیم. 

۱- هریک از تساوی‌های زیر را به صورت "۲ < > بنویسید. 


210827۷۱-۰ ۷ (ب وس[ 


ِ# ۱-۳ 


۲-هر یک از تساوی‌های زير را به صورت ,ع10 - ۷ بنویسید. 
۱ 
زاس ۳ ۱۱ ۱۳۱ 


۱ 
1027 ۳۲۵ 9 


در شکافت هسته‌ی اورانیوم. یک نوترون به هسته‌ی اورانیوم برخورد می‌کند و هسته‌ی اورانیوم 
به دو هسته‌ی سبک‌تر تقسیم می‌شود و مقداری 
انرژی, تولید شده و دو یا سه نوترون نیز آزاد 
می‌شود. نوترون‌های جدید خودشان به هسته‌های 
فییر اورانیوم برخورد کرده و منجر به ازادسازی 
انرژی و نوترون‌های دیگر می‌شوند و همین‌طور 
این فرایند استمرار می‌یابد. اين فرایند. واکتنش 
زنحیره‌ای نامیده می‌شود. فرض کنیم در اثر 
شکافت هسته‌ی اورانیوم سه نوترون آزاد شود. 


‌ 


تعداد نوترون‌های آزاد شده مرحله‌ی و اکنش زنجیره‌ای 
۳ ۱ 
٩‏ ۲ 
۳۷ ۳ 
۸۱ ۷ 


جدول فوق تعداد نوترون‌های آزاد شده را که از قانون تابع نمایی ۷۳ پیروی می کند 
نشان می‌دهد و به کمک آن می‌توان تعداد نوترون‌های ازاد شده را در مرحله ی 2 پیش‌بینی 
کرد. اگر بخواهیم بدانیم تعداد معینی از نوترون‌ها در کدام مرحله به‌وجود می‌آیند از تابع 
لکاریتمی 21082۷ ۲ که معکوس تابع نمایی فوق است استفاده می کنیم . 


الف) در مرحله شم جه تعداد رون اراد شنده خواهیم دانتت؟ 
ب) در کدام مرحله تعداد نوترون‌های آزاد شده برابر با ۲۴۲ نوترون خواهد بود؟ 


هه -.-ِِ 


۱- جدول‌ها را کامل کنید. 


۲- هریک از نقاط جدول‌ها را روی صفحه شطرنجی مشخص کنید و سپس نمودارهای تابع 
و و تابع 02۷ 2< ۷ را رسم کنید. 


4 


۳- دامنه و برد دو تابع را با هم مقایسه کنید : 


2۷ (8)6 2۳ (106] 
(ز,) ۱ ۱-108۲ (1,) ۷ 
0۰ ۰-02۱ 9 2( 
۳ ۱-۲ اش 
اس اب 9 
(۴,۵)۳۴) 
0 (۲,۶)۳) 
ض ۱ 
- - 108۰/۲ ۱ »- 
۵ 
((2.2)2) 
(۳,۸) 


یتست 


نمودار تابع ۳ - (1)0 و نمودار تابع معکوس آن را در یک دستگاه مختصات رسم کنید و به 


این سوالات پاسخ دهید : 


ب) دامنه و برد تابع لگاریتمی و تابع معکوس‌اش را با هم مقایسه کنید. 


‌ 


نمودار تابع (108,)6-۱< را رسم می‌کنیم. 


7-1082۲0۲۱ 


اک ات اح؟ 


4 | > 
[ 


توجه کنید که به ۷ مقادیر کمتر از ۱ را نمی‌دهیم . زیر دامنه‌ی تابع لگاریتمی مقادیر مثبت است. 
یعنی باید : » < ۲-۱ باشد و در نتیجه ۱  <‏ قابل قبول است. 

به همین دلیل ابتدا خط 2۱ را به صورت نقطه‌چین رسم می‌کنیم تا نمودار راحت‌تر و دقیق‌تر 
رسم شود. 


ات رتیت 


۱ ۲ ۰ و ۳ 
می‌خواهیم نمودار تابع ,2102 ۲ و نمودار تابع ۳ را در یک دستگاه مختصات 
۲ 
ٍِ 


۱- ابتدا جدول صفحه‌ی بعد را تکمیل کنید : 


" 


),۷( ۷۱۵۵ 


۲ 


۱ 
7 

-۱< 02۲ 
۲ 

۴ ,ع۲<108- 
۲ 


۲- هریک از نقاط دو جدول را در دستگاه مختصات مشخص کرده, نمودار تابع لگاریتمی را 


رمک 


۳- نمودار معکوس تابع لگاریتمی را نسبت به خط <۷ رسم کنید. 


۴- دامنه و برد تابع نمایی را از روی نمودار مشخص کنید. 


۵- دامنه و برد تابع لگاریتمی را از روی نمودار مشخص کنید. 


۶- حدس می‌زنید که نمودارهای تابع ۷-۳ , 21082 جگونه باشند. 


ر 


۳ 


۲۳۳۳۳ 


به نمودارهای زیر توجه کنید. 


دس ۱ (ج 22۳ ۷ (ب ۲ - )1087 - ۷ (الف 
1۵۵۱ +2۲ ۷ (م ,10 - از (د 


۲ 


(۳ (( 


ِ‌ 


وب 
حی 


دامنه تعریف توابع لکاریتمی مقادیر مثبت است و برد توابع لکاریتمی -" 


77" مجموعه‌ی ؟ا است. 1۳0 
محاسبه‌ی لگاریتم یک عدد 


تبعم 108۳ < ()2 را درنظر بگیرید. می‌خواهیم (8)۸۱ را به‌دست آوریم : 
فرض کنیم : ۷ - (8)۸۱ یا ۸۱-۷ 1087 


از تعریف لگاریتم داریم : ۲ ۸۱-2 ویا ۳۷ - ۳۳ و در نتیجه : ۴ < ۷ 


۷۳ 
۸۱-۲ 102۱ (ب ۲۷ ,102 ( الف 
۳ 
۱ 
(-) ۸۱ ۲۷2۷۲ 
۳ 
۸۱-۳۲ ۲ - ۲ 
۴-- ۷ ۷ -۱ 
۳۳ 
۱- نشان دهید که : ۱ 
۳-< بع10 (۲ ۲- 102۱۶ (۱ 
2۳۷ ) ۴ ( 


۲- مقدار 102۵ د < روه! را محاسبه کنید. در حالت کلی ۶۱ 2 و 2۰ و 108,85 را 
۶ 


محاسبه و عبارت زیر را کامل کنید. 


»‌ 


لگاریتم هر عدد ۸ در پایه‌ی ی ییا وین ی 
۳- در عبارت‌های زیر ۷ را پیاپید. 
2۷ ۲۶ ,ع0 (د ‏ ۰/۰۱-۲.,ع10(ج ۰ 102۲۸۷ (ب 102۴۱2۷ (الف 
۶ 
معادله‌ی لکاریتمن 
عبارت‌های زير نمونه‌هایی از معادلات لکاریشتی هنستنکر: 
۵ 102۳ < ۲ 108 (۲ 2۲ ,108۱ (۱ 
2102۶ 102 + (۱+ )1027 (۴ ۴< 1087۵ + :10827 (۳ 


منظور از حل معادله‌ی لگاریتمی یافتن مقدار و با مقدارهایی برای ۷ است که در معادله صدق کند. 


# 


معادلات لکارنشنن زیر را با توجه به تعریف لگاریتم حل می کنیم . 


<< 1020 (ب ۲< *.,102( الف 
۰ ۲-2۰ 
ِِ 2۰۶۰ 
۵ 


- م1082 (۳ 2-۱ (۱- )1027 (۲ 2۴ 1682۲ (۱ 


در حل بسیاری از معادلات لگاریتمی په حالتی می‌رسیم که در طرفین تساوی دو لگاریتم 
قراردارد. برای ادامه حل به مفهوم زیر نیاز داریم : 


راک واه یامن ان کاه از اوق 7 ,2-082 ۲ ,108 می‌توان تساوی 7 < ۲ را نتیجه 


گرفت و بالعکس. 
1082 < (۱۷- )102 (۲ 02۷۷۲ 2 108 )۱ 
<۱- ۲ ۲ < ۶ 
و۱9 
2-2۷ 1020 (۴ ۶ ,108 ( - )102 (۳ 
۷- ۶ 2 ۲-۲ 


۲ 
2۰ -- ز 


۸ 
۲ 
1 -<- ۲ , ۲ - -۱ 


در مثال شماره‌ی ۰۲ ۱- -<- ۲ قابل قبول نیست زیرا لگاریتم برای اعداد مثبت تعریف می‌شود. 
به بیان دیگر ۱-  <‏ در دامنه‌ی تعریف لگاریتم‌های معادله‌ی فوق نیست. 


2۱0۵ (۳۰- ).102 (۲ ۲ ع10 - (۱۵- 102)۲ (۱ 


۳( 102,۷۱۶ <۲ 


"‌ 


قوانین (قضایا) لگاریتم ها 
همین جهت در این بخش به بیان و اثبات این قوانین می‌پردازیم. 


هقبان‌طور کم دانیع. ۲ 2۳ ۱۶۱۸۲۲۸۶۲۰۸۲ 


می‌خواهیم بپينيم که آیا درباره لگاریتم‌ها نیز می‌توان نوشت : ۵۳۲+ ۲ ۱08 - 10827۲۲ 
دو طرف تساوی را جداگانه محاسبه می‌کنیم . 
۷- 1087۲ 2۵ 102۲ - 21087۲۲ ۲۳۲۲ ۱0۵7 - 108۱۱۶۱۲۸ 
اپ ۷ ۸ _ ۴ و 
۳ ات مطابق تعریف لگاریتم ۲۲ - ۲۱ 
۱ ۷ 


۴ 
بنابراین 0-۴۷۱۱ +2۵ 10۵۲+ ۲ بع10 


در حالت کلی نیز می‌توان ثابت کرد که : 


5 
2 برای اعداد حقیتی و منت هرا , » که(۱ 6۶) ۱ 
۱ 720+ 2.01082 108 ۳ 

- 


۳ 


سار 


حال به اثبات رابطه بالا می‌پردازيم. با فرض اینکه و < ۵0 ,۰102 از تعریف لگاریتم داریم : 


شش - ماو 


108, 0 < 9 , 1082, < 0 


1 
6 


8 ده 


بنابرایی : 0 ,108+ ۵ ,1082 < ۵0 ,102 پا ۳۶ - م 


۲۳۳۳ 
1082, ۲+ 108,۰۵ 2102۰۱۰ 


ت 
برای هر عدد حقیقی مثبت ۵,آن که (7۱) است می‌توان ثابت کرد که: - 


1080 ۰ < 1082۵-080 


برای محاسبه‌ی ۰/۱, ,102 می‌توان نوشت : ۱ 
۱-۱ -ه<ه 19 


از اینکه 2۶۰ 108۳۵ و ۲/۷۲۶۸ 108,۲۰ است. استفاده می‌کنیم و ۴ را 


۰ 


۲ 
۹ 


۶ 


ثابت کنید 82 < 10822 و لا »دوه و اعداد حقیقی مثبت (راهنمایی : فرض کنید 


ع ۱02۵7 , 102,۵0 ) 


تست 


۱ 
۱ ۵ م0 - ۲ 102 - ۵ 820 (الف 


۱<ه 102۱ ۱0۵,,۵ +۲ ,۵-102 ,102 + ۲(۲ ).108 ۵ ,102 + ۰۸/۲ ۲102 (ب 


«. و 


۱ درستی تساوی 1084+ 0 ,108+ 2 ,108 < 108,200 را تحقیق کنید.(2 و و » و 4 
اعداد حقیقی مثبت‌اند و 07۱ است.) 
۲- شنان دهید. که : ۳ 2 ۳۶ 102 


۳- از تساوی ین و ۳ استفاده کنید و رابطه‌ی ۵ ,102 < ۵۸7 ,108 را نتیجه بگیرید. 
«بار 1 ظ 
بخامل خاراک زرا مانب کی 
۴+۵۴ ,,۲۱۵۵ (۴ ۴+108,.۲۵.,ع10 (۳ 1۵8۵۱۰۱۰۰۰ (۲ 108,۱۰۶ (۱ 
۵-اگر ۲-۲ .102 , ۵ 102:.۳ باشد عبارات زیر را محاسبه کنید : (برحسب 10,ظ) 
۷ 102۱.۳۲ (۲ ۸ (۱ 
۶ از این که ۰/۵-<۲ 102 است استفاده کنید و ۲۲ 108۴ را محاسبه کنید. 
۷- حاصل عبارات زیر را به‌دست آورید : 
۵۴-۷۷۲ 1027 (۴ 1۸ 8۰۷ (۳ ,۱08 )۲ ۶ (۱ 
۰ ,۲۱0۵ (۶ ۵+102,,۴, ۲۱۵۵۱ (۵ 


۱ 
۵- ۰3/۴,ع۳10 )۸ ۱( ۳۳ 19۶ )۷ 


ف 


حل معادلات لگاریتمی با استفاده از قوانین لگاریتم‌ها 


از قوانین لگاریتم‌ها استفاده کرده و مثال‌هایی از معادلات لگاریتمی را حل می‌کنيم. 


۳ 


۱( ۳1۵2-1020 ۴ 2-۶ 


2-۶ ۴ ,ع108- ۲ 108 
۳ ۳ 3 
۴< ج- 2۶۴ ۶ ج- وه 2 19 


اگر در معادله‌ی اصلی به جای «عدد ۴ را قرار ۳ ۴<1020۱۶ ۴-102 ۳102 
22۶ ۴ ۲۱02 
۴۲ ۴-22 ۲1020 
بنابراین جواب ۴- قابل قبول است. 


2۱ (۱ +۰ :7)۲ ۱08 + م1082 
۱< (۱۷ + :6۲ 1082۷ 
۳ + ۲۲ 


ه- ۲ 
جواب‌ها را در معادله‌ی اصلی قرار می‌دهیم : < ۳ - + ۲۲ 


-- ۵ 108۷ ۱+ ۱0۵۷ ۳-۱ 


۱ 


102۷) 9 + 102۳ ۷ +۸ 


توجه کنید که تِ < ۶ در دامنه‌ی تعریف لگاريتم‌ها نیست و بنابراین جواب قابل قبول برای 


معادله‌ی لگارنتفی نیست. بناپراین تنها جواب 2۱ در معادله‌ی اصلی صدق می‌کند . 


#0 


3 


۱- معادلات لگاریتمی زیر را حل کنید. 


-(۱ +0) مه )۲ با )۱ 


۳( 1082, .)۴-( <108,,)۶-<( 108 (1۵8۵۷ ۵+ 108۷ ۲ 2 ۰ 


۵( 108 2 + 108 ٩-۷ ۶( 108۱۰۱۶ -108,. ۲ > ۲ 

۷ 102 ۲۴102) + ۵( 210۷۸ ۸( 1080 < 9 ۱۶ +2۷۹ 
٩( 102, ۴0 - ۲1۵2, ۲ < 102 ۱۰( 102, ۸+ ۳1۵۵, ۱ < ۳۱۵2۱۲۱ 
۱۱( 102, ,2 + 102,۰۲2 + ۳( 2۱ ۱۲( )م1082‎ + ۲( +1082 ۲۷۲ 

۱۳( 1027 )+ (+108۷) ۲( 2۱ ۱۴( 102۴۲ +۱08۴) -۶( 2۲ 


۱۵( 108 , ۲۲-۱-7۱ 
۱۰ 


۲- برای هر عدد حقیقی و مثبت که ,0,6,2 که (۱ع<6,6) است ابت کنید. 


10223 
۱0۵۵ )۲ تست و ۱۱ 
0.0 * 


8 6 1۵8 (۴ ۳ ۲ 
۳- با استفاده از قوانین لگاریتم‌ها یا هر راه حل دیگر نشان دهید که : 


۱( 102, ۳۱۵۵۷ ۲۷۱ ۲( 1027 ۴۹- ۲0۵۷۷۲ ۳( 10270102۳102 ۸( 2۰ 


9 


ِ کدام راه‌حل درست و کدام یک نادرست انشیت؟ استدلال تن 


۱( 102٩ ۲( 102۳۲ 2 
۳۹ > - ۳٩ 
۳-۳ ۲ 2 ۳ 
۶ 2۳ 


۵- ایا راه حل زیر درست است؟ 
استدلال کنید. 2۰ (۲۶-۱). :1082 


1082,. ۲-۰ 
108۱, ۲۲-2۰ 
۲۶ 2۱ 


۱ 
< زر 
۲ 


۶- معادله‌ی (108,.)6-۵- 2108۱۰۸ ۲ + ).102 را حل کنید. 

سیگ تدم توآتید از فرستی خراب به‌دست آمده اطبنان حاضل کنید؟ 

۷- با توجه به نمودار تابع 210827 ۷ نمودار تابع (102)6+۱- ۷ و تابع معترس 0 
کي 

۸- یکی از کاربردهای مفهوم لگاریتم در شیمی. محاسبه‌ی ]0۳ یک محلول است. بر طبق 
تعریف 0۴1 معیاری از میزان اسیدی بازی (قلیایی) یا خنئی بودن یک محلول است و از رابطه‌ی 


زیر به‌دست می‌آید. 
| ۱۳۳۵۴ ۰- - ۳1 


در این رابطه | ۱۱۱۳۵۴ غلظت یون هیدرونیوم" را نشان می‌دهد. 


الف) 011 هریک از محلول‌های زیر را حساب کنید. 
۱- در آب پرتقال غلظت یون هیدرونیوم (*۲1,0) برابر ۱۶۳ ۲/۹۲ مول بر لیتر است. 


۱ یون هیدرونیوم؛ ۹ از جمله یون‌های حند اتمی مهمی است که در فرآیندهای زیستی اهمیت بسیاری دارد و واحد 
اندازه‌گیری آن مول بر لیتر است. 


0 


)108۲٩ - ۱/۴۶( 


۲- در شیر منیزی (شربت معده) غلظت یون هیدرونیوم (*11700) برابر" ۲/۵۱۰ مول بر لیتر 
است. 


(۱/۳۹ - 102۲۵) 
۳- در آب خالص غلظت یون هیدرونیوم (۴100) برابر ۱۰ ۱ مول بر لیتر است. 
ب) محلول‌ها را بر مبنای مقدار 0۳ آن‌ها به سه دسته به صورت زیر تقسیم می کنند. 


۱) اسیدی 1-۷ 
۲ خننی ۷- ]01۳1 
۳) بازی ۷< 011 


مقدار غلظت یون هیدرونیوم در محلول خنئی جند مول بر لیتر است؟ 


خواندنی 

- زمینلرزه یا زازله, لرزش و جنبش خفیف یا شدید زمین است که به علت آزاد شدن انرژی ناشی 
از گسیختگی سریع در پوسته زمین در مدتی کوتاه به وقوع می‌پیوندد. محلی که منشا زلزله از آن‌جا 
شروع شده و انرژی ازان خارج می‌شود را کانون زلزله و نقطه‌ی بالای کانون در سطح زمین را مرکز 
زلزله می گویند. 

ری مس درا راط یا تب ۱/۵ ۱۱۱ ۱ در آن ۱۸ 
بزرگی زلزله در مقیاس ریشتر و 13 انرژی آزاد شده در واحد ارگ است. رابطه‌ی فوق ان می د هد 
که با افزایش یک درجه‌ای ]1۷ مقدار انرژی ازاد شده تقریبا 1 انرژی یک زلزله‌ی 
رس ی را یرای باانرری عجار یت مارد ماده‌ی افخاری ۱۱۷۲ براورد کردها ند 


۴ ج<- ۲۳/۴ ۱۱/۴+۱/۵۷۸- 1081 


زازله‌ها از جنبه‌ی آزاد شدن انرژی به دو صورت افقی و عمودی تقسیم‌بندی می‌گردند. 
خرابی‌های عمده و وسیع معمولا براثر زلزله‌هایی از نوع افقی صورت می گیرد. 
" البته باید توجه داشت که میزان انرژی رسیده به هر نقطه از سطح زمین علاوه بر میزان انرژی 
تک برد 

زلزله‌ای که در سال ۱۳۶۹ در منطقه‌ی رودبار رخ داد ۷/۳ ریشتر بود. مان ای رده 
در مرکز زلزله را تخمین بزنید. 

همجنین بزرگی زلزله‌ی بم در سال ده ناریا رادنله 


زوایا و اندازه‌ی زوایا 


می‌کنیم و از این همه اجرام اسمانی در تاریکی شب حیرت زده می‌شویم و لدت می‌بریم .ایا تاکنون 
به این موضوع فکر کرده‌اید که این اجرام آسمانی علاوه بر شگفت انگیزی و تماشایی بودن جه 
به گذشته‌های دور بروید و در وسط اقیانوسی یک کشتی را تصور کنید که بادبان‌هایش برافراشته 
و در دل تاریکی شب به پیش می‌رود. تصور کنید که از هر طرف هزاران کیلومتر اب است» هیچ 
نشانه‌ی زمینی. مائند ساجل با فانوس دریایی وخود ندارد» تاخدا حکونه مسیر را تشخیض می‌دهد 
و کشتی را به سمت مقصد هدایت می‌کند؟ مسیر بادها هم هر از گاهی تغییر می‌کند و ناخدا به ملوانان 
دستور تنظیم بادبان‌ها را می‌دهد .هیچ راه و روشی روی زمین نمی‌توان یافت که به ناخدا کمک کند 
تا جهت‌ها را تشخیص دهد و مسیر حرکت را گم نکند. پس باید در اسمان‌ها به دنبال نشانه‌ای بود! 
آن‌ها می‌توان به ستاره‌ی قطبی اناره کرد. 

پیامبر اکرم(ص) در مورد آیه‌ی «و بالنجم هم یهتدون» با ستاره (یا آن ستاوها راه را می‌بابند. 
فرمودند #فنظوز از سخازه در آبای فوق عدین (ستاره‌ی قطبی) است زاوها انیت که 
غروب نمی‌کند و بر اساس آن, قبله مشخص می‌شود و به وسیله‌ی آن اهل بر و بحر (خشکی و دریا) 
راه را می‌یایند. 


ستاره‌ی قطبی تقریبا در امتداد محور حرخش زمین (خطی که دو قطب شمال و جنوب را به‌هم 
وصل می‌کند .) قرار گرفته است. به این معنا که اگر شسخصی در قطب شمال قرار داشته باشد این 
۳ تقریباً الای سر خود می‌بیند و ما برای این که رو به سوی قطب شمال حرکت کنیم با دیدن 
این ستاره که در قطب شمال قرارگرفته است مسیر خود را پیدا می کنیم. ۱ 


۱ . اگرزمین به دور محورش نمی چرخید ستاره‌ی قطبی و تمام ستارگان در جای خود ثابت بودند. اما با حرخش زمین 
ظافرا به نظر مایت که فر سشاره دایزه ای را ذر طول شیاه روز می پیماد . به این حرکت.حرکت ظاهری می‌گویند. 


ا ۱۳۳۳ 


ستاره‌ی قطبی روی دایره‌ای در خلاف جهت حرکت عقربه‌های ساعت حرکت می‌کند و این 
ستاره در هر ۲۳ ساعت و ۵۶ دفیقه و ۳/۳۳ ثانیه. یعنی ۰/۹۹۷۲۷۲۳ شبانه‌روز یک بار این دایره‌ی 


کوجک را طی می‌کند . 
۱-اگر یک دوران کامل خلاف جهت حرکت عقریه‌های ساعت به اندازه‌ی ۲۶۰ درجه باشد و 


فرض کنم هر ۲۴ ساعت یک بر ان دایرهبه وسیله‌ی ستاره‌ی قطبی طی می‌شود به ظر شم ۰3 
۲ و 3 دوران طی جه مدتی صورت می‌پدیرد؟ 

۲- حرکت ستاره‌ی قطبی را روی صفحه‌ی مختصات در نظر گرفته و فرض کنید ستاره‌ی قطبی 
از نقطه‌ای روی قسمت مثبت محور ها به طول ۲ واحد در جهت خلاف حرکت عقربه‌های ساعت 
شروع به حرکت کند. اگر ستاره‌ی قطبی به اندازه‌ی ۲ و 2 ۳ ۲2 دای را طی کند. اندازه‌ی 
زاویه‌ی طی شده‌ی هریک از نقاط را نسبت به مبدا مختصات مشخص نمایید. 


در صفحه‌ی مختصات یک زاویه به وسیله‌ی دو نیم خط که رأس مشترک دارند ایجاد می‌شود 
که یک نیم خط را به عنوان ضلع ابتدایی که مکان شروع حرکت نیم خط دوم است و دیگری را ضلع 
انتهایی که مکان انتهایی نیم خط می‌باشد, در نظر می‌گيريم. 

یک زاویه به وسیله‌ی مقدار و جهت جرخش از ضلع ابتدایی به ضلع انتهایی تعیین می‌شود. 

اگر تغییر مکان نیم خط دوم از مکان شروع در جهت حرکت عقربه‌های ساعت باشد. زاویه با یک 
مقدار منفی و اگر خلاف جهت حرکت عقربه‌های ساعت باشد. با یک مقدار مثبت مشخص می‌شود. 


۳۹ 


<»ِِ 2" 


۱- یک زاویه‌ی منفی در جهت حرکت عقربه‌های ساعت. 


یک زاویه‌ی مثبت در جهت خلاف حرکت عقربه‌های ساعت. 2/۳ 


ی 


یک زاویه در دستگاه مختصات در موقعیت استاندارد است» اگر 
راس آن در مبدا و ضلع اولیه اش روی قسمت مثبت محور ها باشد», عنم 
موقعی که ضلع انتهایی حرکت می‌کند ممکن است در بعضی مواقع ,۱ مک 
بیش‌تر از یک دور کامل بجرخد. مانند شکل مقابل : ۹ 
اندازه‌ی یک زاویه که ضلع انتهایی آن دقیقا یک دور کامل بحرخد. 


۳۶۰ درجه است. 


۲ زوایای ۰و ۰- درجه را در موقعیت استاندارد رسم کنید. 
داریم : ۳۰+ 2۱۸۰ ۲۱۰ 


ضاع انتهایی به اندازه‌ی ۳۰ درجه از محور ۶ ها می‌گذرد. 


حون ۰- درجه یک زاویه‌ی منفی است. ضاع انتهایی به اندازه‌ی 
۰ درجه در جهت عقربه‌های ساعت از محور ها عبور می‌کند. »۱ ۲ 


۳۳۳۳۳ 


۱- هر یک از عبارت‌های زير را در موقعیت استاندارد به درجه بیان کنید. 


۳ ۲ 
ب ۴ دور کامل در جهت حرکت عقریه‌های ساعت. 
۲- زوایای ۵ و ۱۲۰- درجه را در موقعیت استاندارد رسم کنید. 


۳- اگر ستاره‌ای حول محور عبور کننده‌ی از مرکز زمین روی مسیر دایره‌ای شکل به شعاع 
یک واحد به طور ظاهری بگردد. دوران یافته‌ی این ستاره از نقطه‌ی (۱.۰) را تحت زوایای 
۸۲۷۰ ۳۰,۱۸۰ در موقعیت استاندارد مشخص کنید. 
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واحد دیگری برای اندازه گیری زاویه 


یکی از ورزش‌های بسیار مفرح که اکثر مردم به راحتی می‌توانند این ورزش را انجام دهند. ورزش 


هه« 


فرض کنیم در ورزشگاه شهر؛ یک پیست دوچرخه‌سواری به ۱ 
صورت دایره‌ای وجود دارد. معلم ورزش مدرسه از دانش اموزان ۱ ۲ 
می‌خواهد که در مسابقه دوحرخه سواری دور پیست دایره‌اای شرکت 
کنند. دانش‌آموزان از نقطه‌ی ۸ که در شکل مقابل مشخص شنده 
است در جهت خلاف حرکت عقربه‌های ساعت شروع به رکاب زدن 
فده علی یک از داش آموواق است کهدز این مسافهشر کت کرذر استک: 2 
علی, دایره‌ای به شعاع یک کیلومتر است که با زاویه‌ای که علی حول () جرخیده است مشخص 
می‌شود . 

ابا رای کعا اه اسی ,۱۳ در تفه ار دسا زا تسف ات 

۲-اگر او ۳۱۵ درجه از دایره را طی کرده باشد. حه مسافتی را طی نموده است؟ 

۳ علی پس از ۱۵ دفیقه به اندازه‌ی ۷۶۵ درجه روی دايره را طی نموده است او حه مسافتی 
را طی نموده است؟ 

۴ اگر زاوبه‌ی جرخیدن دوجرخه‌سوار 8 و مسافت طی شده توسط او بآ باشد. جه رابطه‌ای 
بين رآ و 0 وجود دارد؟ 

همان‌گونه که دیدیم مقدار مسافتی که روی محیط دایره توسط علی طی شده است و زاویه‌ای که علی 
چرخیده است با هم رابطه مستقیم دارند و با دانستن هر یک می‌توان دیگری را به‌دست آورد.بنابراین 
مسافت طی شده توسط علی می‌تواند معیاری برای اندازه‌گیری زاویه چرخیدن علی باشد. 


كُ ۱ 
۱ اگر متحرکی از نقطه ۸ روی دایره‌ای به شعاع واحد در جهت مثبت حرکت کند و به مکان برس ح 
| مسا ی فده جرک رازه رای دوران اره حط 0۸ حول 5 
| 0 بر حسب رادیان می‌نامیم. ۲ ۱ ۳ 
کی اد ی ی سر مهافت توت اعااس مت دا ۱ 


نشان می دهیم. 


۱-اگر از نقطه‌ی ۸ روی دایره به اندازه ۰ درجه بحرخیم, یک ربع 
دایره را طی کرده‌ايم که طول یک چهارم محیط دایره است. جون شعاع دایره ۳ 


۳1 1 
۱و محیط دایره ۲ است. پس‌طول ریخ دایره م- هی ۲ اتتت:: 


> 2 


۲-اگراز نقطه‌ی ۸ روی دایره به اندازه‌ی ۰- درجه بحرخیم» نیم دایره‌ای طی می‌شود که طول 
نک یعنی 1۲ است. پس زاویه‌ی طی شده بر حسب رادیان 7- است. 


۳ اگر از نقطه‌ی ۸ روی دایره به اندازه‌ی ۴۵۰ درجه بحرخیم, یک بار دایره طی می‌شود و 
1 1 

ای بار دوم به اندازه‌ی ٩۰‏ درحه خیم . مسافت شنده رای ت +۲۲ بعن ست است؛ 
ار تم ۱ ی جر یم :سین طی بدابد ۲ هی پ 


یعنی ۴۵۰ درجه معادل رادیان است. 


۳ ۱ ۱ 
هر متحرک روی دایره اگر به اندازه‌ی یک درجه بحرخد به اندازه‌ی ِ محیط ان را طی 


۰ ۳1 ۰ 7 ۰ ۳ 
ی و با وت وک دزد 
ِ رادیان اسبت: 
۱۸ ال ۲ 
پس اگر زاویه‌ای بهاندازه‌ی (1 درجه باشد. بر حسب رادیان به انداز‌ی 10 رادیان خواهد 


بود.اگر مقدار زاوه‌ای برحسب درجه 1و بر حسب رادیان 8 باشد. داریم: 7 - 8 
۱۸۰ 


1 


۰ ص7۵ 


از این تساوی برای تبدیل واحد درجه به رادیان و تبدیل واحد رادیان به درجه می‌توان استفاده کرد. 


ِ 1[ 
مقدار -- رادیان را به درجه بنویسید. 
۶ ۰ - 
با استفاده از رابطه‌ی بالا داریم : ۳( و | 
1 
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د«.___ 


۱- یک متحرک روی دایره. جه زاویه‌ای بر حسب رادیان بجرخد تا به جای اول خود باز گردد؟ 


۰۰-۲ درجه معادل حند رادیان است؟ ۷۲-درجه معادل حند رادیان است؟ 


۳7 
۲ شکل مقابل دایره‌ای به شعاع واحد را نشان تفر 
می‌دهد که اندازه‌های زوایا بر حسب درجه و رادیان با 0 ۳ 
یک‌دیگر معادل هستند. جاهای خالی دایره‌ی فوق را ۱ 


1 1 رادیان معادل حند درجه است؟ ِ رادیان معادل چند درجه است؟ 


۵- در فعالیت مربوط به پیست دوحرخه سواری 
اک فلی سافت. ‏ کل را ی کزکه بانند: 
۲ 
مقدار زاویه‌ای که حرخیده است را بر حسب درجه ِ 


بیان کنید . 


اگر یک زاویه‌ی 6 ۵ در دایره‌ای به شعاع 7 کمانی 
ول مرا رد در ان صورت انداه‌ی 0 بایان ری > مد .در حالتی که ۱ <۲ باشد 


در دایره‌ای به شعاع ۳ سانتی‌متر توسط زاویه‌ی 0 کمانی به طول ۶ سانتی‌متر بریده می‌شود. مقدار 


0 به رادیان جه‌قدر است؟ 


حل: 
"- 


اندازه‌ی 0 به رادیان را ۲ می‌باشد . 


0 


1-۶ 
1" ۳ 
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7۳۹۳ 


اس دایره‌ای به شعاع واحد رسم کنید. روی این دایره انتهای کمان‌های داده شده را در موقعیت 
استاندارد مشخص کنید. 
لف) 7۴ 

۲- زوایای ۳ رادیان و ۳- رادیان حه کسری از دایره‌ی طی شده می‌باشند؟ اندازه‌ی آن‌ها 
را بر حسب درجه بیان کنید.(با تقریب سه رقم اعشار) 

۳- اندازه‌ی زاویه‌ای که عقربه‌ی ساعت شمار از ساعت ۱ بعداز ظهر تا ۳ بعداز ظهر حرکت می کند 
را بر حسب درجه و رادیان پیان کنید. 


ب) ۲رادیان 


۴ جه مدت طول می‌کشد تا عقربه‌ی دقیقه شمار به اندازه‌ی :۲/۵7 رادیان دوران کند؟ 
۵-فرض کنید سوار جرخ و فلکی شده‌اید که ۴۶ کابین دارد , 
و کاین‌های آنتماره کد او قنتها نید آگر در اغاز عر کت‌توو 
جهت خلاف عتقربه های ساعت. شما روی کابین شماره‌ی ۳ 


یه تیه بش از فان مورا یقرت 


۰ 


۶ فرض کنیم فاصله‌ی تهران تا مشهد روی قسمتی از سطح زمین منهد ‏ ۱۰۰۰ تهران 
تقریبً ۱۰۰۰ کیلومتر باشد.اگر شعاع زمین را ۶۰۴۴۰ کیلومتر فرض 
کنیم. اندازه‌ی زاویه‌ای را بر حسب رادیان که راس آن در مرکز زمین 
باد پیدا کنید به طوری که تهران روی یک ضاع آن و مشهد روی ضلع 
فیک آنبانتن: 


در رباضی سال اول متوسطه مقادیر مثلئاتی زوایای حاده را می‌توانستید محاسبه کنید. 
حل یک مسئله : 


خانواده آقای حسینی دریک روز تعطیل به شهربازی رفتند. رضا و زهرا فرزندان آقای حسینی 
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شماره‌ی ۱ شده است. مستول جرخ وفلک جهت سوارشدن زهرا کاپین را به اندازه‌ی ۳۰ در حهت 
خلاف حرکت عقربه‌های ساعت حرکت داد. می‌خواهيم بدانیم فاصله‌ی رضا از سطح زمین جه‌قدر 
است. با توجه به دانسته‌هایمان از ریاضی سال اول متوسطه, می‌توانیم این مستله را حل کنیم. 

اگر شکل مقابل را درنظر بگیريم می‌بينيم که 3 1 کم 


--د ی 


" / 
۱ ۱ ۱ 
/ ۰۹۴ ۱۷۳۵ 
- ۲۱ 1 ۲ 7 
۱ یف داژن ۱ ِِ ت- 1 605۲۳۲۰ ۳ ۱ كِ ۹ 


که با توجه به رابطه‌ی بالا 1 به‌دست می آید. 
اگر کايین رضا به اندازه‌ی ۱۲۰ درجه یا ۲۴۰ 
درجه یا ۳۰۰ درجه دوران کند فاصله‌ی رضا از سطح زمین جه‌قدر خواهد بود؟ 
برای این که به سوال فوق پاسخ داده شود بایستی نسبت‌های مثلثاتی زوایای بیش‌تر از ٩۳‏ را 
در اين قسمت به اين می‌پردازيم که جگونه مقادیر مثلثانی هر زاویه‌ی دلخواه را محاسبه کنیم. 
کر فعالیت زیر اوازار برگان: قاله کاغد قظ نج هد ماشیم باب اسفاده کنید, 


ص۲۳۳ 


روی کاغد شطرنجی محور مختصات را رسم نمایید. 
فرض کنید طول هر ضلع مربع روی صفحه شطرنجی 
نمایش ۰/۱ واحد باشد. به مرکز مبدا مختصات مانند 
شکل مقابل دایره‌ای به شعاع ۱ رسم کنید. 

۱- نقاله را به گونه‌ای قرار دهید که نقطه‌ی 0 در ت 
مبداً قرار گرفته و از نقطه‌ی ۸ زاویه‌ای به اندازه‌ی 
۲ ره زا رف تایه شین تقایل و ۵ ۶ 
بنامید . 

۲ با به کار بردن کاغد شطرنجی طول و عرض 
نقطه‌ی ۳ را به‌دست اورید. 

۳ با ماشین حساب کسینوس و سینوس ۵۷/۳ درجه را محاسبه کنید و رابطه‌ی بین مختصات 


نقطه‌ی ۳ ومقادیر سینوس و کسینوس را بنویسید. 
با توجه به فعالیت صفحه‌ی قبل می‌توانیم بگوييم (۳/ ۵۷ ۳,۵ /609۵۷) به طور تقریبی با 


7 
در دایره ای به شعاع ۱ (دایره‌ی مثلناتی) به ازای هر 660900 
مقدار حقیقی زاوبه‌ی ۰0 نقطه‌ی (0 ۳)6090,518 ۱ / 
دوران‌بافته‌ی نقطه‌ی ۸ تحت دوران 0 حول مبدآمی‌باشد ۰« 9 ۱ ۱ 


3 
بت 


که در آن ۷ < 5180 و 7 6050 می‌باشد. 


7 
۱ درشکل زیر کسینوس و سینوس مضارب صحیح زاویه‌ی 01 روی دایره‌ی مثلناتی مشخص 


شنده انتجت: 


1 - )098 ّ ۹۹ ‌ 


‌ ۳ 1 ن 
٩۰(‏ طاویءگعممع) -< 
۳1 


(« صلوه 05ع) < (۱)۱,۰ (7 منو, 7 د0) > (۰, ۱-) 


/ 


۱ 
( مور جمم) < / (۱۸۰ هه 09۱۸۸ع) > 
۳ ۱ 
۳ ۳ 

۳ ۳7۲ .. 7 

0 ,رت 609) <(۱-,ه 
/ ۲ ۲ )-( 

۲۷۰ طله ۳۷/۰ 5) < 


۲ نقطه‌ی (۱,۰) به اندازه‌ی كت حول ۳ مختصات دوران می‌کند. مختصات نقطه‌ی 
به‌دست آمده‌ی آن را تا ۲ رقم اغشار حساب کنید: 


ح‌ 


با استفاده از ماشین حساب مقدا رلک واه و وهه)عبارتاست از : 


(۰/۹۵۱ و ۰/۳۰۹-) 
۳ فرض کنیم ضلع انتهایی زاویه‌ی 0 که از نقطه‌ی (۱,۰) شروع شده است در نقطه‌ی 
,)۳ روی دایره‌ی مثلثاتی قرار کرت مقادیر ومنه دهع را به‌دست آورید. 


۳۷۲ ۲۷/۲ ۰۱ 


۲ ۱ : 
ما )۳ بنابراین ی و ۳ 


حال مقادیر دقیق سینوس و کسینوس بعضی از زوایای خاص را روی دایره مثلئانی مشخص 


رک 


خط بآرا در شکل مقابل در دایره‌ی مثلثاتی در نظر بگیرید 
که از نقطه‌ی (۰ ,۱) < ۸ می‌گذرد. ۳ تصویر ۸ تحت دوران 
0 به مرکز 0 می‌باد و 0 خط 1 را در نقطهی ۵ قطع .۰" 
می‌کند. وقتی >> * بانند, اندازه‌ی 00۸-6200 


ختت نت 


۱-مثال شماره‌ی ۲ صفحه‌ی قبل را با استفاده از کاغذ شطرنجی و رسم دایره‌ی مثلناتی آزمایش کنید. 
۲- از نمودار کل بالا استفاده نمایید و درستی رابطه‌های صفحه‌ی بعد را بررسی کنید : 


۳ 


الف : به ازای هر مقدار 0 داریم: 0۲02۱ +۲۵ وه 


0 
ب : به ازای هر مقدار 0 با شرط این که ۰ < ۰050 باشد. داریم : 0[ 


۳- مقادیر 7 20 و (۲۷۰-) 120 را تعیین کنید. 


۴- با رسم دایره‌ی مثلثاتی. مقدار 280 در حالتی که 9 باشد را نشان دهید. 


۵- با توجه به این که به صورت عملی با مقادیر مثبت و منفی عبارت‌های مثلثانی آشنا شده‌اید. 


جدول زير را تکمیل کنید. 


099 1090 1280 


علامت (۷-)20] , (1۷-)609 , (۷-)510 (اندازه‌ی ۷- بر ۳ 


خب رانا ات اور یی کنیا 


حل : (۷-) رادیان؛ دوران بیش‌تر از یک دور و در جهت حرکت 
عقربه‌های ساعت می‌باشد. بنابراین ضلع انتهایی زاویه در ربع جهارم 


ربع 


مقدار و 


گعو>ه 
۲ 


ٍِ > 7 
۲ 
۳7 


سب 71>0 
۲ 


"0 ۳7 
۷ 


ب و 


قرار می‌گیرد و در ربع جهارم کسینوس مثبت و تانژانت و سینوس 


تفت تسج 


-٩‏ با فرض این که نقطه‌ی (۱,0) < ۸ به اندازه‌ی 0 حول مبداً مختصات دوران کند. نقاط 


حاصل از دوران به ازای مقادیر داده شده‌ی 0 را به‌دست اووید: 
اه اور ب) ۱۳2- تٌْ تن 
۲- با استفاده از دایره‌ی مثلئاتی همه‌ی مقادیر 0 بین ۰ و ۲۲ به طوری که ۵90-3 می‌باشد 


را بیایید. 
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- مقادیر دقیق عبارت‌های زیر را ری 


وه و "5180۱1۳۵ و ون و 609۲۰۰ و هه 
۲- الف) اگر 2 -9ووه باشد. دو مقدار ممکن برای 9100 پیابید. 
ب) با رسم شکل, مختصات فوق را روی شکل نشان دهید. 
۳- اگر زاوب‌ی 0 رب مرفیت استاندارد باشد به طوری‌که نقطه‌ی انتهایی کمان 9 دایره‌ی 


مثلثاتی را در نقطه‌ی - .چر) قطع کد , مقادیر 0 0,600,510 120 را در نقطه‌ی فوق 
بان کنیت: 

۴- با استفاده از دایره‌ی مثلثاتی همه‌ی مقادیری از ٩‏ بین ۷2,۰ را بییید به طوری‌که روابط 
زیر برقرار باشد : 

2۰ 6090 (ج ۲ل ‏ 9 ص19 (ب - 0 واه (الف 


۵- اگر از نقطه‌ای روی دایره‌ی مثلثانی شروع به حرکت کنیم و به اندازه‌ی ۲ واحد فاصله را 
طی کنیم. به جایی که حرکت را شروع کرده‌ايم می‌رسیم. اکر سر کشاو| برای بار دوم ادامه دهیم, 
همه‌ی مقادیر (1,) ای که در دور اول به آن رسیدیم, محددا به آن می‌رسیم. با استفاده از بحث 
بالا مقادیر هر یک از عبارت‌های زیر را به دست آورید : 


7 7 ۱ 
سب - )0605 بت +4 911)77 
2 ( ( ( 


۲ 1 ۳ 
51۳0)۲7- 0050۲74 
( 7 ( 7 


۶- دو مقدار از 6 بين ,بیدا کید به طوری که ۵0۵-2 باشد . 
۱ 
۷- فورض کنیم : --- ٩1809‏ 
فرض کنیع ؛ پ 
الف) دو مقدار از 0 بین ۰,۲۲ پیدا کنید به طوری که رابطه‌ی فوق درست باشد. 
ب) دو مقدار منفی از 0 مشخص کنید که معادله‌ی فوق درست باشد. 


۸- حهار مقدار از 0 بین ۲7۲,۲7۲- پیدا کنید به طوری که 0 هر < ۰090 پاشد و به ازای 


مقادیر 0 #ذست آمنه ازبالا لفق را ناوت اوریف 


تعیین مقادیر مثلثاتی برای تمام زوایا 


۳۳ 


۱- یک دایره‌ی مثلثاتی رسم نموده و نقطه‌ای مانند ۳ روی آن جنان بيایید که زاویه‌ی نظیر آن 
۰ باشد. 


۲- قرینه‌ی نقطه‌ی ۳ را نسبت به محورلزها مشخص نموده و آن را ۵ نامیده و مختصات آن را 


۳ اگر نقطه‌ی (۱,۰) را ۸ و نقطه‌ی (۱,۰-)را ۱ بنامیم. حه رابطه‌ای بین زوایای 00و 
وجود دارد؟ 


۴- زاویه‌ی ۸00 را در جهت مثبت مشخص نموده و سپس بر اساس این زاویه مختصات 
نقطه‌ی ۵) را به‌دست اورید. 


۵- از مختصات تعیین شده 0 در بند ۲ و بند ۴ فعالیت فوق جه نتیجه‌ای می‌گیرید؟ 


در حالت کلی به ازای هر زاویه ی دلخواه 6 : 0 < (0- 5910)7 
0- - (0605)7-0 ۱ 
۱ ۰7 ۳۳ ات 


۳ 
۳ 


ات 


فرض کنیم : 9۰/۱۵ هه باشد, مقدار (5)7-0 را بهدست آورید. 


با استفاده از روابط به‌دست آمده در صفحه‌ی قبل داریم : 2-۵ 0 910 < (0- 510)7۲ 


کات تست 


۰ ۵7۲ 7 
مقادیر سینوس و کسینوس زوایای و را به‌دست اورید. 


ات یت 


با استفاده از پرگار و نقاله دایره مثلثانی رسم نموده و به ازای هر زاویه دلخواه 0 مقادیر 
٩) 0(‏ و 6090 را به‌دست آورده و رابطه‌ی بین اين دو را حدس بزنید وحدستان را با دو 


مقدار از 0 ازقافن کت 


۳ 
به ازای هر زاویه‌ی 0 بر حسب درجه داریم: 


سح 00 < (0- بت 


اگر - 9دوه باشد» مقدار (0- )99 را وگ راون 


مت 


رابطه‌ی بین 6050 و (0 ٩10)4۰+‏ و همحنین رابطه‌ی 0 طلّو و (609)4۰+0 را با استفاده از 


فعالیت پالا پنویسید. 


1 < 6050 <- (0- ره 
۵ ۲ 


این کیت 


یک دایره‌ی مثلثاتی را درنظر بگیرید. 

ات قطف هیا ان راید اتداخیی 0 قفران کهیل ار ان تقطه را ۲ تامیته و بختضات اما 

۲- قرینه‌ی نقطه‌ی ۳ را نسبت به مبداً مختصات مشخص کرده و آن را (0 نامیده و مختصات آن 
را مشخص کنید. 

۳ با توجه به اين‌که 0 تصویر فعت رداق دنق از است: محضات آن را 


۴ ازدو بند فوق جه نتیجه‌ای می‌گیرید؟ 


در حالت کلی: 00- - (0 + 609)7 
60- - (0 + 510)7 


وج 


اگر مب < 6050 باشد, مقدار (0 +609)7 جه قدر خواهد بود؟ 


حل : -9و0ه-- (9 وت 


۶" 


۱- با استفاده از پرگار و نقاله دایره مثلئاتی رسم نموده و به ازای یک زاویه دلخواه 1 روابط بالا 
را آزمایش کنید. 


۳- مقدار (7 + ۴510)۲ را به ازای ّ کیک وه 


اات جتت نیت 


با استفاده از ماشین حساب مقادیر زیر را حسیاب: کنید : 
۱- زوایای زير بر حسب رادیان هستند. 


510-۲7۸ , (۸/ )5110 (ج )هرهز (ب وزه : نو (الف 


: 


09-۸۳۲ و ( 6090۸۳۲ 


اگر دقت کنیم می‌بينيم تمام زوایای فوق قرینه هستند اما 
سینوس و کسینوس زوایای قرینه متفاوت عمل کرده‌اند.حال به نت ۰ 
تحلیل جرایی این موضوع می‌پردازیم. ۱ 

فرض کنیم ۳ دوران یافته‌ی (۱,۰) تحت زاویه 0 وم دوران 
یافته‌ی (۱,۰) تحت زاویه 0- مطابق شکل مقابل باشند. 


۳ (0 10و -,090ع)0۵0 ۳۳ 
توجه کنید که ۲,0۵ قرینه‌ی یکدیگر نسبت به محور 6 ها هستند. 


بقار این مختضص ۶ آن‌ها بعتی کسیتوس‌ها مساوی هستتند آها مختصن ۶ آن‌ها بعتن سیتوس‌ها فریهداند: 
بثایر این : 
زان 


به‌ازای‌هر زاویه‌ی 6 داریم: ۰ (0)ومع - (0-)609 ۱ 
اب (10)0- < (0-)51۳0 ۲ ۱ 
و۳ ح 3 ربب 7 ۱ 


۶ 


۱- روابط فوق را برای تانژانت 9 به‌دست آورید. 


۲- مقادیر (609)00-۱۸۰ و (۱1۸۰- 51800 را به‌دست آورید. 


رابطه بین شیب خط و تانزانت زاویه 


شیب خط‌هایی که ۳ محور ۸۶ ها زاویه‌ی حاده می‌ساز ند تانژانت همان زاویه انتت: اما در مورد 
خط‌هایی که با جهت مثبت محور ها زاویه‌ی منفرجه می‌سازند جه می‌توان گفت؟ 


»‌ 


۷ 1 


1< »0 (شیب خط 0) 0ص < و0 (شیب خط 1) 


شیب خط‌هایی که با محور 5 زاویه‌ی منفرجه می‌سازند 
عددی منفی است. پس تانژانت زاویه‌های منفرجه باید 
عددی منفی باشد. به‌نظر شما در خط 2-7 ۷ عدد ۲ , 


چه رابطه‌ای با زاویه‌ی این خط و محور ها دارد؟ 


___ 


خط 2-7-۱ ۷ با محور ها حه زاویه‌ای می‌سازد؟ 


پم 


۱- مقادیر هر یک از عبارت‌های زیر را به ازای ِ دسسنت ره 


دم ۱ 7( ۳ + ۱- ۷ (الف 


۲-۳0۳ < 1 (ج 


۲- عبارت (۴-)009۴-005 درست يا نادرست است؟ با استفاده از دایره‌ی مثلثاتی جوابتان را 
بررسی کنید. (زوایای فوق بر حسب رادیان هستند.) 


۲- اگر 9-۰/۴صاه باشد(6 بر حسب درجه است) بدون ماشین حساب مقادیر 
(0)1۸۰-0و, ٩18)-0(‏ را به‌دست آورید. 
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۴ اگر 099-۰/۲» باشد(9 بر حسب رادیان ) بدون ماشین حساب مقادیر 
(0- )ظه,(0 + )دوه تست وونل 


۵- اگر عبارت‌های ری ذرست است: دلیل فرستی و ا کر تادرست انست:ا استفاذه از دایرفی 
مثلثاتی دلیل نادرستی آن‌ها را بیان کنید. ات 
(--)510 < (مس-)511 

۳ ۳ 
۸ 7 
ست ووه < 2 605 
۶ ۶ 
۶- با ارایهی مثالی نشان دهید رابطه‌ی زیر همواره درست نیست. 
7۲-0 10و < (0 - 51۳)7 


۷- به ازای هر مقدار 0 نشان دهید» < (0-:605)7 + 6050 


۸- خط 0 با محور *ها زاویه‌ی ۳۰ درجه می‌سازد. شیب این خط را به دست آورید. 


ص۳۳۳ 


یک شهر بازی چرخ وفلکی دارد که شعاع دایره‌ی آن ۱۵ متر است. فاصله‌ی مرکز دایر‌ی این 
جرخ وفلک تا زمین ۲۰ متر است. برای هر نقطه‌ی ") از این جرخ وفلک با مشخص بودن زاویه‌ی 
6) باخط افق می‌توان فاصله‌ی نقطه‌ی ") تا زمين را به دست آورد. به عبارت دیگر فاصله‌ی 0 تا 
زمین به زاویه‌ی 000 با خط افق بستگی دارد. 

زاویه‌ای که »0 با جهت مثبت خط افق می‌سازد را < و فاصله‌ی ن) تا زمين را ۷ بنامید. 

۱- در حالتی که » زاویه‌ای بین صفر و 7 باشد. نشان دهید /ا مجموع دو طول ۵ و 011 
است و نتیجه بگیرید : 5 ۲۰+۱۵510 ۶ ۷ 

1- در حالتی که بین 7 و ۲2 باشد. شکل جدیدی بکشید و باز نتیجه بگیرید : 

۷۲۰ 


توابع » طذو  < 09 ,  <‏ از ساده‌ترین توابع مثلثاتی هستند و در دایره‌ی مثلثاتی تعبیر 
هندسی ساده‌ای دارند. ( بر حسب رادیان است.) 


به ازای هر مقدار 1 مقدارهای 510 و 6052 تعریف شده‌اند و دامنه‌ی این توابع تمام 15 


است.با تغییر ‏ مقادیری که برای 510 و 05 به‌دست می‌آید اعدادی بین ۱- و۱ ۳ 


لا سا 


[_به عبارت دیگر برد این توابع ۳۹ است. 
ار 


سس 


حال به مسأله‌ی چرخ و فلک صفحه‌ی قبل برمی گردیم : 


۱۳۷۳۳ 


۱- اگر سوار جرخ و فلکی شوید که فاصله‌ی شما تا سطح زمین از رابطه‌ی ۵ ۷-۲۰ 
تعیین شود. با تکمیل جدول زیر فاصله‌ی خود تا سطح زمین را بر اساس زاویه‌ی طی شده به دست 
آورید. 

1 1 
۴ 7 0 (زاویه‌ی طی شده) 


زا 9ماصلهی‌شخص‌ناستع‌زسن) 


- | 2 


۲- با توجه به جدول صفحه‌ی قبل به نظر شما در مورد فاصله‌ی خودتان تا سطح زمین در زوایای 
صفر و / حه می‌توان گفت؟ 

۳- جدول صفحه‌ی قبل را برای زوایای 0+ ۲7 ترسیم و تکمیل نموده و مقادیر به دست آمده 
را با مقادیر جدول اولیه مقایسه کنید. جه نتیجه‌ای می گیرید؟ 

۴- به نظر شما اگر جدول اولیه را برای زوایای ۲۲7+0 ترسیم نمايیم جه نتیجه‌ای 
می‌گیریم؟ 

فرض کنیم مریم سوار چرخ و فلک شود و بعد از یک دور چرخیدن, زهرا سوار چرخ و فلک شده و 
کنار مریم بنشیند. در این حالت با آن که مریم به اندازه‌ی 0+ ۲۲ و زهرا به اندازه‌ی 0 که یک دور کمتر 
از مریم جرخیده‌است. اما هر دو در یک محل قرار می‌گیرند. 


5110)0 + ۲۲( -2 0 
8110)0 + ۲۰ ۲7( <2 10 


510)0 + ۱ ۲۲( 2 10 


به جنین توابعی توابع تناوبی می‌گوییم و زاویه‌ی ۲۳ دوره‌ی تناوب تابع فوق نامیده می‌شود. 


تابع ۷-0 نیز دارای دوره‌ی تناوب ۲7۲ می‌باشد(حرا؟) 


منحن توابع منلئاتی 


برع 

یک اره‌ی برقی را به شعاع ۴۰ سانتی متر در نظربگیرید ۹۳ 
که یک نقطه‌ی قرمزرنگ بر روی لبه‌ی خود دارد و در هر میز مسطح 
ثانیه جهار دور در جهت مثبت می‌جرخد. فرض کنیم که 
نقطه‌ی قرمز اره‌برقی در لحظه‌ی *<) روی میز مسطحی نت 
باشد که الوار را برای برش روی آن قرار می‌دهند. با فرض این که مرکز اره برقی روی مبدا مختصات باشد, 
در این صورت : 

۱- نقطه‌ی قرمز در هر ثانیه جه زاویه‌ای را طی می‌کند؟ 

قو ۱ دقیقه حه زاویه‌ای را طی می‌کند؟ 

۳- در حه مدتی ۷۶۵ درجه می‌گردد؟ 


۳ ۲ ۲ 1 ۲ ۳ 
۲ تقطی قرهر در رمان‌های سیر -- ] (ثانیه) در حه ۳ برده 
ی فرمر در رمان‌های ۹۴ ۵ :۱۶ در < محلی قرار می گیرد 


روی شکل نشان دهید. 
۱ 5 ۳ ۳ تب 1 دک 0 << 1 
۱۶ ۱۶ ۱۶ ۱۶ ۳72 ۱۶ ۱۶ 
اندازه 
ان 
ارتفاع 
نقطه‌ی 
قرمز تا 


اگر بر روی محورهای مختصات جهت مثبت محور ها را زمان طی شده و محور ژها را سطوح 
مختلف ارتفاع از سطح میز در نظر بگیریم» نمودار حاصل, موج سینوسی است که نقاط جدول فوق 
روی آن نمودار قرار دارند. 

صفحه‌ی اره برقی در هر انیه ۴ دور کامل خلاف جهت حرکت عقربه‌های ساعت طی می‌کند به 


‌ 


و ۱ ۱ ید 
۱ انیه یک دور کامل طی می‌کند واین موج تکرار می‌شود. بنابراین تابع فوق تناوبی 


است و این تناوب در هر ثانیه تکرار می‌شود. 


۲۳۳۳۳ 


آیا به این فکر کرده‌اید که اگر ) را منفی فرض کنیم جه پیش می‌آید؟ به نظر شما ] منفی به جه 
معناست؟ 


حال به بررسی و تحلیل نمودار تابع 10 < ۷ می پردازيم : 


۲۳۲۳ 


جدول زیر را درنظر بگیرید : 


ور 
۳ 


۱۳ 
۶ 


۳ 
۲ 


۳۳ 


۱- نمودار جدول فوق را رسم و آن را در جهت مثبت محور ها گسترش دهید. 
۲- عبارات زیر را تکمیل کنید. 


وقتی که از ۰ تا ِ ادا ی ار را ۱ ۰ 
1 1 ۰ 
0 تا 1 افزایش می‌یاید. و و مه وروی ماو و و رون 


وقتی که داز ج تا ۲۳ که 


۳- به ازای ۰ > » > ۲7- جدول و نمودار تابع ۶ 510 را رسم کنید و در جهت منفی 
محور ها گسترش دهید و بیان نمایید که در بازه‌ی فوق به ازای جه مقادیری از ۰ * 2510 
افزایش و به ازای حه مقادیری از * کاهش می‌یابد. 

از نمودار فوق مشخص است که تابع 0 2 7 ؛ موج سینوسی آن هر 7 رادیان تکرار می‌شود. 

بنابراین تابع فوق یک تابع تناوبی با دوره‌ی تناوب ۲7 است. 


از حدول صفحه‌ی قبل پیداست که تابم ‏ 510< ۷ در نقاط ...,۲2 ,1۲ ,*,7- ,۷۳ -و... 
ز جدول بل , بع 
صفر است. بنابراین مقدار تابع < ۷ برای 77 - 1 (] متعلق به مجموعه‌ی اعداد صحیح 


هه 
به ازای حه مقادیری از 0 مقدار تابع ۷-0 صفر می‌نود؟ 


حل : مقدار تابع 0 ۷-51۳ به ازای 17 - ۳۵ صفر است. بنابراین : 7 - ۳۵ 


رابطه‌ی بین منحنی تابع سینوسی و دایره‌ی مثلناتی 


هه 


۱- با تکمیل جدول زیر تفسیر تابع 0 - ۷ را روی دایره‌ی مثلئانی انجام می‌دهیم . 


ربع اول 


ربع دوم 


ربع سوم 


ربع چهارم 


1۳ 
با تغییر 0 0 نقطه‌ی 9 از (۱,۰) به نقطه‌ی (۰,۱) 
حرکت می‌کند و مقدار 25100 ۷ از ۰ به ۱ افزایش می‌یابد. 


موم 1 ِ» ۷ 4 0 0 پ 
می‌کند و مقدار 0 518 < 7 از ۱ به صفر کاهش می یابد. 


۲- شکل زیر را در نظر بگیرید. اگر از ۰ تا ۳ تغییر کند. مکان نقطه‌ی 0 را روی نمودار 


۱- جدول و نمودار تابع 0 2 ۷ را در نظر بگیرید : 


۱۳ ۳ 
005۰2۱ 
سم 1 
۷/۲ ۴ 
1 / 
۰< ت 009 - 
۲ ۷۲ 
یب وم انا 
۷۲ ۴ 
۱--< 060597 ۳/ 
وم ننث 
۲ ۴ ۲ 
۳7 ۳7 
609-۰ سس 
۷ ۷ 
۱ 1 ۷7 
مس < 605 ست 
۲ ۴ 
005۳ ۳1 


ح‌ 


۲-۱) دوره‌ی تناوب تابع فوق را مشخص کنید. 

۲-۱) به ازای جه مقادیری, تابع فوق برابر صفر است و در حالت کلی تابع 6050 به ازای جه 
مقادیری صفر است. 

۴-۱) جدول و نمودار تابع 26050 7 را به ازای » > 0 > :۲- رسم نمایید. 

۲- تفسیر تابع 20050 لا را با رسم دایره‌ی مثلناتی برای ربع‌های اول تا جهارم انجام دهید. 

۱-۲) نمودار شکل زير را در نظر بگیرید. اگر > از ۰ تا ۲7 تغییر کند. مکان نقطه‌ی 0 راروی 
نمودار بررسی کنید : 


از نمودار 26050 1 مشخص است که موج کسینوسی هر 7 رادیان تکرار می‌شود.بنابراین 
تابع فوق یک تابع تناوبی با دوره‌ی تناوب ۲ است. 


۲ ۲ ۳۸۲ ۰ 7 7 ۳۲ 
تابع 26050 ۷ در نقاط ۰.. و و و ی 3 


۰ صف است. 
و و ی با ۲۳۰9 ن 


بنیرایی مقدارتابع ۵050 9 به ازای +9 که ع1 متعلق به مجموعه‌ی اعداد صحیح 
تابع (۲0-)005 < ۷ در حه نقاطی صفر است؟ 


حل: 


5 ۳7 7 // 
به ازای نقاط ... و تس وتات روا 


؟ 9 ۰ 1۳ 


۴ 


در دو فعالیت زیر می‌خواهيم بررسی کنیم که مقادیر حداقلی و حداکنری تابع 725100 و نیز 
دوره‌ی تنأوب تابع ۷2-۴ حه قدر است. 


دح« 


۱- جدول زیر را کامل کنید : 


۷ ۳7 :۸ ۳7 7 7 7 7 
۳7 سب اب | سب 1 ۰ ۹ 
۳ ۲ 7 ۲" ۲ ۳ ۴ ۳ 
۱ ۷ ۷/ ۰/۵ 4 
۰/۸۷ ۱ ۰/۸۷ ۰ 510 
۰ ۰/۷۱ ۱ ۰ ۲ 1 


ب 


۳- نقاطی که توابع فوق به ازای آن‌ها مقادیر حداقلی و حداکثری دارند را مشخص کنید. 
۴- با رسم توابع فوق روی یک دستگاه. دوره‌ی تناوب هر یک را به دست اورید. 
۵- حدس می‌زنید دوره‌ی تناوب تابع 10 < ۷ حه مقدار باشد؟ 


ات تم نت 


جدول زیر را در نظر بگیرید : 


تا نها از تن از ۱۳ ۷1 | را 7 7 7 
۳ 1 ‌ 1 
۶ ۳ ۲ ۳ ۶ ۶ ۳ ۲ ۳ ۶ 
۵ ۱۰/۸۷۱ ۱ ۱۰/۸۷۱ ۰/۵ ۱/۵ ۱ ۰/۸۷ | ۰/۵ | ۰ | طل۹ 


۰/۴۳۱۵ ]| ۱۰/۵ ۰/۴۳ ۰/۲۵۱ هم ۱۰/۴۳۱۰۸۲۵۱ ۰۸۵ ۰/۴۳۱ ۰/۲۵۱ ۰ روز - 
"۷ 


۱- مقادیر حداکثری و حداقلی توابع فوق را به دست آورید. 
۲- حدس می‌زنید مقادیر حداکثری و حداقلی تابع 7-0510 جه قدر باشد؟ 


دوعات ی دز رم ۱-۲ و ۷۵51007 برای اين که یک دور کامل طی شود 


بایبستی ۲ > 9 > ۰ تغییر نماید. بناپراین : > . (۰ ع< ) 


درتابع 126050 و 25100 ماکسیمم مقدار تابع |] و مینیمم مقدار تابع 


پس- || - و دوره ی تناوب آن 


۳1 
0 ۱ 
سار 


سس 


بنابراین با دوره‌ی تناوب و تعیین مقادیر حداقلی و حداکثری می‌توان معادله‌ی نمودار تابع را نیز 


حدس زد. 


5 صپ۳] 


۱- با استفاده از جداول دو فعالیت صفحه‌ی قبل توابع ۷2۲ و ۷-۲1۲ را از نظر 
حداقلی و حداکثری و نیز دوره‌ی تناوب مقایسه کنید. 
۲- درستی جملات زیر را در یک دوره‌ی تناوب از صفر تا ۲ بررسی, کنبه: 


الف) تیم ده مه < بز (۰ < ۵) در ِ-» حداکثر و در تس نا تاو 


ب) تابع 2 ۷ (۰ < 2) در ۳ حداکثر و در ۲ حداقل مقدار را دارد. 


كت 


۱- با استفاده از تعیین مقادیر حداقلی و حداکثری و دوره‌ی تناوب تابع ۷2 نمودار تابع را 
رسم کنید. / 


مقادیر حداکثری ۲ و حداقلی ۲ بوده و دوره‌ی 
قفاوت ان ۳ می‌باشد. از طرفی تابع ۷-2 در 


با ۲ 7 , 
یک دورهی تتاوپ در تقاط و م- صفرهستند و در 
نقاط و حداکثر مفادیر و در نقطبی 7 حداقل 


مقدار را دارد. پتایرایی نمودار از کوطرف‌فایل کسفرشن است: 


۲- نمودار (۲۹0)7 ۷ را رسم کنید. 


و 


حل : با توجه به روابط بالا مقادیر حداقل و ۴ 0 


۱ ۰ 
نقاط -- 1و -< به دست م‌اید. 
در ۲ ۳ ۲ 7 میب جب 1 ۱ + 


4 


از طرفی ۲ > 7 > ه انتشتاء یس : ی 


> > 


‌ 


دوره‌ی تناوب ۲ می‌باشد با توجه به این که 1 
در نقاط 2-۰ و 2۱ و 2-۲ صفر بت بل 
است و انتهای یک موج سینوسی کامل در ۱ ۱ ۳۹ قن ۲ 


ظرف کقری داد ِ 


تسس ینت 


۱- الف) جدول زیر را کامل کنید : 


۳ ۲ اه ات ۱ اه [ ۱ " از را از وا از ۵ 1 || ۳ 
۶ ۴ ۳ ۲ ۳ ۴ ۶ ۶ ۳ ۳ ۲ ۳ | ۱۸ 
- ۰۲۵ ۱ (۲-) 510 
۲ ۱- (۲- ۲5۱0 


ب) نمودار (-)۷<510 و (7-)۷-۲۹10 را رسم کنید. 


۲- نمودارهای توابع زیر را رسم کنید. ۱ 
1 2 ۷-۳5 (ب 1 7 طلنو ۷-۲ (الف 


۳- با استفاده از تعیین مقادیر حداقلی و حداکثری و نیز دوره‌ی تناوب توابع زیر را رسم کنید. 
ون ۲- -۷ (ج ۹ ۲ ۷-5 (ب ۷-۲ (الف 


۴- طول عقربه‌ی دقيقه شمار یک ساعت 00 ۶/۵ است. عقریه با 


جهت محور افقی زاویه‌ی 6 می‌سازد. با توجه به مثلث مقابل می‌توان 
نوشت 2۶/۵180 ۷ . 


الف) حداکثر ارتفاع نوک عقربه جه قدر است ؟ 
ج) طول عقربه‌ی ساعت شمار 600 ۵ و ارتفاع عمودی نوک آن از محور افقی تابعی به معادله‌ی 
0 >< 1 است, نمودار تابع /ا را در این حالت رسم کنید. 


۵- معادله‌ی هر یک از منحنی‌های زیر را به صورت *۷-26100 یا ۷-209۶ که در آن 
۶ بر حسب رادیان باشد. بیان کنید. 


۶- وزنه‌ای به یک فنر وصل است به گونه‌ای که به طور پیوسته پایین و بالا می‌رود. تغییر مکان وزنه 
از نقطه‌ی تعادل بعد از ] انیه از رابطه‌ی ( ۲ )۳/۵605--1 به‌دست می‌اید که 4 اندازه برحسب 
سانتی‌متر می‌باشمد. 

الف) نمودار تابع را به ازای ۳ > ] > » رسم نمایید. 

ب) بیشترین فاصله‌ی وزنه از نقطه‌ی تعادل حه‌قدر است؟ 

ج) جه مدت طول می‌کشد تا وزنه یک نوسان کامل انجام دهد؟ 


تاه به مسا ادا و شام عارسه اشتی ی او 1 
علاقه‌مندی وی وقوع اتفاقاتی حون زلزله در کشور ما است. 
درنتیجه او سعی دارد مسائل این چنینی را بهتر و بیش‌تر بشناسد. 
دریکی از اين مسائل که در فیلمی ان را دیده بود حادثه‌ای در 
نقطه‌ی 3 مانند شکل مقابل زوی داد. بیمارستانن) مصدومظ 


‌ 


(اين حادنه را می‌توآنید زلزله. تصادف. سیل».۰. تنصور ی ام از در فاصله‌ی ۱ 
کنلومتری از حاولدی و قطه‌ی کر فراز دارد. ژاویهی ظ, )را له بزاشده‌ی آمپولانش خسن 
زد. او فاصله‌ی خود تا بیمارستان را نیز می‌داند. راننده‌ی آمپو لانس می‌خواهد بداندکه یاه انداژه‌ی 
ی 0 

فاطمه تلاشس دارد که این مستله را از طریق متلثات 2 
حل نماید. اما در سال پیش زوایایی که او خوانده بود 
همه حاده بودند. در نتیجه پیش خود گفت : بگذار اول 1 
برای مثلث با زوایای حاده مسئله را حل کنم سپس 
بقیه‌ی مثلث‌ها را نیز می‌توان حل نمود. فاطمه مثلث 
مقابل را ترسیم نمود و سپس به حل آن به صورت زیر ۳ ۹ 


پرداخت : 2 


۱۰ ۳ ۰۳0-۰ 


یت 


مسئله را برای زاوی‌ی منفرجه مانند قبل حل کنید. 


فردای آن روز در کلاس درس معلم رابطه‌ای را برسی نمود که مسثل‌ی فوق را بهراحتی با آن 
رابطه می‌توان حل نمود . حال به بررسی آن رابطه می‌پردازيم : 


مثلث ۸۸ را مانند شکل مقابل در نظر بگیرید : 


۵۲<0۲+۵-۵۸+(۲)۵۵09۸- ۲0۲+ بر 0۲-۲< + (-2<)9 


۵۲-6۵۸۵-+ 2۲-۲ 
60 ۵۲-۲۵6-+۲-۵۲ظ 


0 0+ 0۲-۵ 
به روابط فوق روابط کسینوس‌ها می‌گویيم . 


‌ : 
با استفاده از رابطه‌ی کسینوس‌هاء اندازه بزرگ‌ترین ضاع 
را در شکل مقابل به‌دست اورید. / 


۸ 2 <-0۳+6۲-۲۵6۵۵۹۵-4۲+-۱۷/۲-۲/۹( )۷( ۰ 
۹ 5 


-< 2-۳ 


___ 


۱- مسئله‌ی امداد و نجات را با استفاده از رابطه‌ی کسینوس‌ها حل کنید. 


۱-۱) در مت ۸30 , ۸ ۵8 ,۰ ۸۵6-۱ > ۸۵ وه در 1 را دا کید 


- 
الف) رابطه‌ی کسینوس‌ها را برای یک مثلث قائم الزاویه بنویسید. 
ب) به‌نظر شما معنای تعمیم در عبارت «رابطه‌ی کسینوس‌ها تعمیم رابطه‌ی فیثاغورث است» 


حیست؟ 


‌ 


به نظر فاطمه روش جدید و استفاده از فرمول فوق‌الدکر بهتر بود. جرا که لازم نبود تمامی زوایای 
مثلث را بشناببتدو با شتاخت: یک راوبه ستله را حل هی کرد: ایا ا کر در مسئله‌ی فوق:زاوهیظ1 
نیم 

فردای آن روز سمیه که همکلاسی فاطمه بود مسئله‌ای که به نظرش جالب می‌آمد را برای 
عاطمه: تقریقت تقوق: مستله. آخ. بوه که زفشی یه شک ۸ 
مثلث درانتهای محله‌ی آن‌ها بایر مانده بودکه شهرداری 
می‌خواست آن‌جا را جمن کرده و تبدیل به پارک نماید. ‌ ۲ 
مسئله محاسبه‌ی مساحت زمین بود.ابتدا آن‌ها شکلی را 
به صورت مقابل ترسیم نمودند که در آن مساحت مثلث 
می‌خواستند محاسبه نمایند. , 

اما در این زمین بایر مقدار زیادی آشغال ريخته شده بود و عملا محاسبه‌ی ۸۷ ممکن نبود. بعد 
از دو روز فکر کردن فاطمه راه حل دیگری یافت. 

او به حای ]۰۸۳ مقدار 3 حرو < ۵۳ را قرار داد و در نتیحه : 


۱:1 51 ۳ 


۱ ۱ و ۱ ۳ 
۳ ۷ ۷ ۲ 


بت ۳ تس سس سصر_ 


حال به نظر او فرمول بالا هر جند به لحاظ ریاضی با فرمول هندسی یکی بود. اما به شکل عملی 
می‌توانست مساحت مثلث را حساب کند. 


۳۳۳ 
مساحت مثلث ۸۳ را در صورتی که 3-۱۳۵ درجه و 2-0 و 2۶ باشد پیدا کنید : 
قا ییحی 
۲ 


۱ ۱۵۷۲ 


2 


‌ 


.و 


در مثلث )۸13 اگر 2۱۴ ۸ سانتی‌متر و ٩‏ < 30 سانتی‌مترو ۳۰ < 213 باشد, مساحت 
تاو | بان کتیلون 

فاطمه و سمیه مستله و حل خودشان را فردای آن روز به معلم خود نشان دادند. معلم آن‌ها را 
تحسین نموده و راه‌حل آن‌ها را به بحه‌های کلاس نشان داد. 

سپس درس جدید را به اي شکل ادامه داد. همان‌گونه که دیدیم مساحت مثلث را بجه‌ها به شکل 
زیر محاسبه نمودند. حال به همین شکل سه رابطه‌ی متقارن زیر را داریم : 


۸ صد۸6 «قه ‏ رر۹ (الف ۸ 


م۵6 ۸۵ - و۹ (ج 9 ۴ 


در ادامه توضیح داد که اگر سه فرمول بالا را با هم برابر قرار دهیم و بر > 
تقسیم نماییم داریم : 


هلو _ )صلو ...۵ طله ۰ 
[- ظق . 130 1 


رابطه‌ی فوق را نخستین بار ابوریحان بیرونی دانشمند ایرانی در کتاب «قانون مسعودی» به وجه 
قابل توحهی اثبات کرده است. 


تست تجعند 


۱- مثلث زیر را در نظر بگیرید. اگر :۳۱ 2۰ و 2-۵010 باشد. مقادیر 0 و » را 


به دست اورید. 


4 


۲- با توجه به کل مقابل درصورتی 


که 2-۵۶۲ متر و 3-۳۲ و ۸۵-۹۰۶ 2 
باشد» فاصله‌ی > را خسشالب کنید: ان و 
ب سس کی 


ف 


۱- محیط یک زمین کشاورزی که به شکل مثلث است را ب‌دست آورید, اگر یک ضلع آن ۴۵ 
کیلومتر وضلع دیگر آن ۴۰ کیلومتر و زاویه‌ی بین آن‌ها ۱۵۰ درجه باشد. 

۲- طول قطر یک پنج ضلعی منتظم که طول یک ضاع آن ۱۰ سانتی‌متر می‌باشد را با کشت 

۳- سرسره‌های یک پارک را در نظر بگیرید که نردبانی به طول ۵/۲ متر جهت بالا رفتن دارد. اگر 


طول سرسره ۵/۴ متر باشد و نردبان زاویه‌ی ۷۵ درجه با زمین بسازد. سینوس زاویه‌ای که سرسره 
با زمین می‌سازد را حساب کنید. 


۴- قطرهای یک متوازی الاضلاع ۲ و ۲۲ سانتی‌متر است و تقاطع این دو یک زاویه‌ی "۱۲۵ 
می‌سازد. طول اضلاع بزرگ‌تر متوازی الاضلاع را به‌دست آورید. 


۵- باغی به شکل ذوزنقه وجود دارد که طول‌های اضلاع موازی آن ۰۳۰ ۰ کیلومتر و دو ضلع 
دیگر هریک ۱۰ کیلومتر است. اگر یکی از زوایای پایه ۶۰ باشد. مساحت باغ را حساب کنید. 


۶- اضلاع مجاور یک متوازی الاضلاع 5 0 
دارای اندازه‌های "۷ و ۱۵ سانتی‌متر است 
اندازه‌ی یک زاویه‌ی ان ۱۵۰ است. مساحت 8 ت 
متوازی الاضلاع را کت 

۷- شخصی نزدیک لتق یک ایستگاه رادیویی ایستاده 
ایستاه ژاوقع دید تحص با لز گ ام ۰ است . اگراو ۱ 
۰ متر به عقب برود زاویه‌ای که با نوک انتن در موقعیت 
جدید می‌سازد "۴۵ است. ارتفاع آنتن را حساب کنید. 


۸- آنتنی به طول ۱۱ متر را بر روی 
تپه‌ای در نظر بگیرید به گونه‌ای که 
اتهای آنتن با سع تیه زاوی‌ی ۱/۵۳ 
مطابق شکل می‌سازد. اگر زاویه‌ای که 
ابندای آنتن با سطح افقی زمین می‌سازد 
۳۵ باشد ارتفاع تپه را حساب کنید. 


(2۰/۰۲ 518۱/۵ و 2۰/۴۲ ۲۵ 5[0) 


9- رضا می‌خواهد درختی را که در 
یفیک روشاه اسست ان ره بگرد: 
او روبروی درخت در نقطه‌ی ۸ ایستاده 
است. زاویه‌ی دید رضا با نوک درخت 
یا نه از ۵ ادا 
وی کرهش از طی ۵ مر 
به نقطه‌ی 13 می‌رسد. زاویه‌ی بین 
یی هن قط 3۱ [ن بای درشت 
است) "۴۵ می‌باشد. ارتفاع درخت را 
۷ 


۰- محمد و جواد در فاصله‌ی ۳ کیلومتری از یک‌دیگر راکتی که از یک پایگاه موشکی پرتاب 


راکت را به طرف غرب مشاهده می‌کند که با موقعیت او ۶۵ درجه زاویه دارد و جواد راکت را به 
طرف غرب مشاهده می کند که با موقعیت او ۷۵ درجه زاویه دارد. فاصله‌ی هر یک از آن‌ها تاراکت 


9 


میوه‌فروشی وزن (برحسب کیلوگرم) میوه‌هایی را که در روزهای مختلف هفته جهت فروش 
عرضه کرده, به صورت زير دسته‌بندی کرده است. 


سیب پرتقال 
سیب پرتقال ۳۴۰ ۴۳۸۹۰ شنبه 
۸۰ ۳۲۵ ند ۱۸۰ ق دوشنبه 
۱۱۰ ۳۵۰ 0 ۳۹۳ 2۶۰ جهارشنبه 
۱۰۵ ۳۳۵ پنجشنبه ۱13 ۲ جمعه 


اطلاعات فوق را می‌توان به صورت آرایشی از اعداد نشان داد. 


۴۸۹۰ ۳۴۰ 

۳ ۱۸۰ ۳۲۵ ۸۰ 
۶۰ ۳۰5 ۲۵۰ ۰ 0۰ 
۳9۵9 ۳۳ ۲۲۵ ۰. ۵ 


توا ما ی ار را ۱ 


سجن 


۲ اس و سس سس وت چا 


درایه‌ی) در سطر سوم و ستون دوم واقع است. ۱ 8 ۰ ] سطرسم 


7 


یک ماتریس با 13 سطر و 10 ستون یک ماتریس از مرتبه‌ی 7 (بخوانید ماتریس 1 سطر 
در 10 ستون و يا به‌طور خلاصه ماتریس 10 در 0) است. ماتریس مثال قبل یک ماتریس از مرتبه‌ی 
۳۰۳ (سه در سه) ات 

در صورتی که تعداد سطرها و ستون‌های یک ماتریس برابر باشند. یعنی 9 - 10 باشد, ماتریس را 
مربعی می‌نأمند. 


۰ 


سطر دوم و ستون اول واقع شده است. ۷ ۵ ۱ 
۲ > دو سطر 
۳ ۴ ۷ 


جای هریک از درایه‌های ماترس بالا را مشخص کنید. 


در جدول‌های زیر موجودی حساب جاری پس انداز حسن و احمد در بانک ملی و بانک کشاورزی 


داده‌شدة انیت : 


موجودی احمد موجودی حسن 
پس‌انداز جاری پس‌انداز جاری 
و و و 1 از ۳ 
3 ۰ | کشاورزی و ۰ کشاورزی 


موجودی حسن و احمد را در ماتریس‌هایی به صورت زير می‌توان نشان داد : 


۵۰۰۰ ۰ ۰ ۰ ۶ ۰ ۰۰ ۸۰/ ۰ ۰ ۱۷/۰ 
۰ ۰ ۹۰ ه ۰ ۰ ۴۰ ه ۰ ۹۰ هو ه ۰ و ه ۱ 


ستونی می‌نأمیم . 


دی 


[۷ ۵ ۲] یک ماتریس سطری و : ۱ یک ماتریس ستونی است. 


ات مت 


در هریک از ماتریس‌های داده شده. سطرها در ستون‌ها را مانند نمونه‌ی زیر مشخص کنید و 
مرتبه‌ی مأتریس را بنویسید. ستون ستون ستون 


میم دوم اول 


1 ۱۷۳ 
۴ وه دا ۲سا سطردوم ۳ و ۳۲| ۲۳ 


۴ ۳ ۱ ۲ ۱ ۳۲ 
۱۱۳ ۲1 - ۵ ۳ ۷ <| ۵ 7, <]-1 ۱ 
-۵ ۶ - ۱ ۲ ۳ 


در هر یک از ماتریس‌های فوق درایه‌ی واقع در سطر اول و ستون اول را مشخص کنید. 


۶ ۶ 
در ماتریس ۷ - ۸ درایه‌ی 2۱ درایه‌ای است که در سطر اول و ستون اول جای 
۳۲ ۳۱ 


دارد و ,بة درایه‌ای است که سطر دوم و ستون اول را مشخص می‌کند. 


۱ 
در ماتریس ۱ و۸ هریک از درایه‌ها را مشخص کنید. 


8۱ 2۲ 8۷ 2۷ 2۷۱ 2 ۵ ۵۱۲ 2۱ 


خاک تنج 


-۲ 

در ماتریس ِ- ۴ < ۸ هریک از درایه‌های 2۱۰۱ ۳ 2 ۳ 2۷۰۱ ۳ 2۲ 9 2۳۱ 9 
۰ ۵ 

۳۷ را مشخص کنید. 


تساوی دو ماتریس 


دو ماتریس مساوی‌اند اگر هم‌مرتبه بائند و علاوه بر آن درایه‌های دو ماتریس نظیر به نظیر با هم 
براپر باشند. 


۵ ۲( ۲ ک :۵ ۱۳ [ا2. 8 ۲۶ 
ان ۰ ا ۳ 


۲-۱ | | ۵+ 
+۲ | | ۲۷ 
۳ مقاذیر رو و2 را در عبارات زیر به‌دست آووید: 


۴ ۲ ا. ح. ۲۲۱۲۲۰ 
۲ ۰] ۴+۶۱ ۰ 


]۲ ۶-۱ ۷+۴ ۵[<2]۲ ۳ ۴ ۵[ 


0 


۲- و لا را طوری بيابید که دو ماتریس زير برابر باشند. 


جمع دو ماتریس 


به مثال میوه‌فروش باز می‌گردیم. مصرف میوه برحسب کیلوگرم در دو هفته‌ی متوالی و در 
روزهای شنبه و سه‌شنبه خانواده‌ای به صورت جدول‌های زیر است. 


سیب پرتقال سیب . پرتقال 
۴ ۵ شنبه ۵ ۸ شنبه 
۶ ۳ سه‌شنبه ۴ ۷ سه‌شنبه 
هفته‌ی دوم هفته‌ی اول 


کف توا رها با ششک ماس تفه 
۴ ۵ ۳ ۵ ۸ 0 
1 < بط مصرف هفته ی دوم 1 ۳ < ۸۲ مصرف هفته‌ی اول 


میزان مصرف میو‌ی این خانواده در دو هفته مجموعا عبارت خواهد بود از جمع دو مانریس ۸۸ و 1 : 


سیب پرتقال سیب پرتقال سیب پرتقال 


۵۴ ۸+۵ ۵ ۵ .۸۷ شنیه 
5 + < ۲ + ۸ 
۴+۶ ۷+۳ ۴ ۴ ۰۲۱ ۷ سه‌شنبه 


- 
دو ماتریس که دارای تعداد سطرهای برابر و تعداد سنون‌های برابر باشند را می‌توان با >" 
پس‌هم جمع کرد. به این صورت که درایه‌های نظیر به نظیر دو ماتربس با هم جمع می‌شوند. - 


2 


‌ 


۰ ۰ ۷ ۵-] ۷۱ ۵ 
<< د 
۵۰ ۴۱۰ | | آنم. ۲ 
هس مان ۱ | که رای آن هدگی صفرهستن. میس صفرمیگوم و آن را 
باه 0 انم دهم 


۴ -۵ | | ۴ ۵ 
۱ ٩ |+| -۵ | <| » ۰ 
۱ ۱ ۱ ۱ ِ 
۳ ۴۱ | ۳ 1 


ماتربس ۱ سای اه رو ی ار نمی سر اد 


ضرب عدد در ماتریس 


حاصل ضرب عدد حقیقی »1 در ماتریس با مرتبه‌ی ۰19<0 ماتریسی با مرتبه‌ی <10 است که 
هریک از درایه‌های آن برابر حاصل‌ضرب عدد ۶ در درایه نظیر در ماثریس اولیه است. 


ِ‌ 


۲ ۰ ه۵ ۳ 
ماتریس ۷ ۴ ۱ < م۸۷ و ۲< 6 را درنظر بگیرید. ماتریس 16 عبارت است از : 


۴ 9 ۳ ۳۰۲ ۰ ۱۷۲۵ ۲ هم ۵ 
ت كِ ۲ < سبط 16<۷ 
۴ ۸ 1۲ ۲۸۸۱ ۲۷۴ ۲۶۱ ]| ۷ ۴ ۱ 


اف تفت سجتیت 


٩ ۲ ۲ 

ماتریس |۵۱ ۴ ۲ |< ۸,۳ را درنظر بگیرید. ماتریس ۵۸ و ۳۸- را مشخص‌کنید. 
٩ ۱‏ ۵2۰ 

قرین‌ی ماتریس 


قرینه‌ی ماتریس وپرم۸ ۰ ماتریس یرم۱(۸-) است که مجموع آن‌ها ماتریس صفر ویرم(0 
خواهد بود . 


هی 


3 
ِ 1 - ,۸۸ باشد. قرینه‌ی ماتریس ۸ عبارت است از : 


‌ 


۶ ۵- 5 ۶ ۵ *<- 5 ۶ ۵ )هت 
٩۱ |۱۲ ۵ ۲ -9‏ ۲ د«ٍِ»« 


دب« و 


۱- در مثال فوق مجموع ماتریس ۸ و ماتریس قرینه‌اش را به‌دست آورید. 


۲- قرینه‌ی هریک از ماتریس‌های زیر را به‌دست آورید و سپس مجموع هر ماتریس با قرینه‌اش 
را به‌دست آورید. 


۲ گر ۳ ۱ .۷ 
-11 ۸1 ۲ ۴]-«1 ِِ‌( 8 »۱ 
از با اج ماه ام 


5 ۲ -۱ ٩ 
۵ ۳۵و‎ 1 0 1 ۱ 
۱۸ ۵ ۹ ۷ 


الف) مرتبه‌ی ماتریس‌های 18 و ۸ را مشخص کنید. 
ب) درایه‌های ماتریس‌های 1 و ۸ را معلوم کنید. 


- ۱ ۱ ۳ ۵ ۲۰ 
۱- ماتری های <ل) , ۸ را درنه 
تا رات ات 


نگیو ِ 
اب سل اراک ورد محر گر 


+ , +), + 
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ب) عبارات زیر را محاسبه کنید. 
6-ظ ,+۲۸ ,۳ ,۲۸ 


ج) آیا رابطه‌ی ۸ +8 - +۸ برقرار است؟ 
آیا رابطه‌ی (8+60) +۸ 0+( +۸) برقرار است؟ 
آیا اين رابطه‌ها برای هر سه ماتریس رورش « مرروظ د بررون) برقرار است؟ مثال بزنید. 


۲- قرینه‌ی ماتریس‌های داف نله با بای | مدش 


۳ - 
1 ۲۰اه ۴ ۲ 1- ۲ ۸۸ 
ح ۱:۳ 
ا. ۳ ۴ ۳ ۱- ۲ 
۷ ۵ ۴ ۳ 
۳-اگر ۴۱ 0-۶ و |۱- 2/۵ باشند. ماتریس را طوری بابید که 
كٍِِ ۳ 2۰ 0+1 + 
۴- در رابطه‌ی زیر ۶ و لا را بيایید. 
۶ 5 ۷۲-۳۷ 
۲ ۷ + ۲ 
ضرب ماتریس‌ها 
شخصی میوه‌ی موردنیاز خانواده اش را در روزهای شب ۱۱۳۳ 
و سه‌شنبه مطابق جدول مقابل تهیه کرده است. ۲ ۱ شنه 
۳ ۲ سه‌شنبه 
اطلاعات جدول را به صورت ماتریس زیر نشان می دهیم . 
سیب پرتقال 
۲ ۱ |شنبه 
" ۲ هت 
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اگر قیمت پرتقال هر کیلو ۱۵۰۰ تومان و سیب هرکیلو ۱۰۰۰ تومان بائد در صورتی که بخواهیم 
]رای رن کنو تفت هر کر یره مر کم در آوه 
صورت خواهيم داشت : 


۱۵۰۰ 
۳ ۳ ۱ 
و قیمت کل میوه برای روز سه‌شنبه به صورت زير خواهد شد. 
۰ ۱۵۰ 
۳ ۳۳۱ ۱۲ 


۷ 
سح ۴ 
۰ ۰ ه ۶ ه ه ۰ ۱ ۳ ۲ 


اکنون اگر قیمت میوه‌ها در دو میوه فروشی متفاوت و به صورت زير باشد : 


میوه فروشی دوم میوه فروشی اول 
و۱۰ ۱۵۰۰ قیمت هر کیلو پرتقال 
ه۹«۰ وه ۱۰ قیمت هر کیلو سیب 


برای ب‌دست آوردن هزینه‌ی کل میوه در روزهای شنبه و سه‌شنبه و در صورت خرید از هریک 
از دو میوهفروشی, لازم است دو ماتریس را در هم ضرب کنیم : 


۰ ۲۸۰ ۵ ۳۵۰۰۰ ۰۰۰۲۰۵۰ ۱۱ ۲۰۰ ۱۶۱۵۰۰ ۱۳ ۳ ۷۰ 
-ِ كت ک 
۰ ۴۷۰ ۰ هه ۶ ۰۰ ۰ ۰۰ ۲۱ ۰ ۳۰ ۲۰۶۱۵۰۰ ۹۰۰ ۰ ۱۰۰ ۳ ۲ 


برای آشنایی بیش‌تر با ضرب ماتریس‌ها به مثال‌های بعد توجه کنید. 


هک 

۳ 2 ۷ ۲ ۲ ۵ ۲ 

ماتریس < بط و ماتریس مب را در نظر بگیرید. حاصل ضرب آن‌ها 
۹ ۱ ۰ 


4 2 


1 ۷۲۷۱۷ +۳ 5 ۲۹ 
۱+۵۳ | ۴ 


اکنون ماتریس 1 ۲ < ,م و ماتریس ۸ در مثال قبل را درنظر بگیرید. حاصل ضرب 
ون ۷« بط به‌صورت زیر خواهد بود . 

۲ ۵۱۱۷ ۳ ۳ ۲۱۷+ ۵ ۵ ۲ ۲+۵ ۳ 3 ۳۲۹ ٩ 

۱ ٩۱/۵ ۳۱ ۱۱۸۷۲۹۵ ۱۲۲۵۰۳۱ ۵۲ ۹ 


تست 


اه ۳ 
دو تسام و با وس و و را درنظر بگیرید. 
۱- مرتبه‌ی ماتریس‌های فوق را بنویسید. 

۲ حاصل ضرب دو ماتریس را بهدست اورید. 


۲ ۱ ۳ ۷ ۴ 
۹ 9۳ ۱ ۹5 


سس 


حاصل ضرب دو ماتریس در صورتی امکان‌پذیر است که تعداد ستون‌های اولی با تعداد _| 
| سطرهای دومی برابر باشند. 2 


۳۹ 


۲ 
۲ ۲ ی ۷ 
تفای جات[ ]هس 
۰ 
8 , <۸ را محاسبه کنید. 


و ات ۲ ۱ 


نشان دهید : ۸« ع< 3[ < ۸۵ 


ات یی 


۵ ۱ 


۱ ۲ سا ِ 
۱ ۴ 


۰۲ , ۸*«ظ را تست ات 


۰ 


۱ 
ماتریس ۱ ۱ را ماتریس واحد یا یکه می‌ناميم و آن را با »1۷ نشان می‌دهیم. 


4 ۲ 1 و 
در فعالیت بالا ماتریس ظ ماتریس وارون ماتریس ۸ است. ۲ <ظ 


۳ ۷ 
ماتریس‌های ۸ و 3 و ) را درنظر بگیرید. ۷ لُِ / | 


حل دستگاه دو معادله دو مجهول با استفاده از ماتریس 


همان‌طور که می‌دانید دستگاه زیر مثالی از یک دیشگاه دو معادله دومجهولی است: 


۲۲-۷ 2۶ 

۴ > 7+ و 

می‌توان دستگاه فوق را با استفاده از تساوی ماتریس‌ها به صورت زير نوشت : ۲ 
یت ۱ 

| +7 ۴ 

با توجه به ضرب ماتریس‌ها ماتریس سمت چپ را می‌توان به صورت ضرب دو ماتریس نوشت : 
۴ ۱ ۲۰ 

۴ | والا+ | 


۲ -ِ ۶ ۳ ۳ 


ماتریسی روبرو را نوشت : ۸62 


با راحل معادله‌ی ۷ -- ۳۷ آشنا هستید. یک بار دیگر آن را مرور می‌کنيم. 


۷ ۳۶ 
۳ وی (عد ِ ارون عدد ۲ است.) 
تست اک سب لکد 3 بسا ۰ 
۳ ۳ 9 
۷ 
۳۹ (عدد ۱ عضو بی‌اثر عمل ضرب اعداد است) 
۷ 
< زر 
۳ 


اکنون به نظر شما برای حل معادله‌ی ماتریس ) < ۸۸6 به چه چیزی احتیاج داریم؟ 


ف 


هس 


0 2 0- 4 ۱ 
۳2 ات۳ ۱ 
0 ۰ 


2 ت_ 


20-60 


- 13 را درنظر بگیرید. 


حاصل‌ضرب دو ماتریس را به‌دست آورید. جه نتیجه‌ای از این حاصل‌ضرب می‌گیرید؟ 


اس 


ات ماتریس 13 و ارون ماتریس ۸ می‌باشد و مقدار 20-60 را دترمینان ماتریس ۸ می‌نامیم. 


سس 


_ 


۲ ۱ ۲ 
وارون ماتریس ِ: <- ۸ را به‌دست اورید. 


م - 
اگر ۸ را وارون ماتریس ۸ بنامیم داریم : 


۲ رگا و 


2 


1 راحل ند 
۴< ۷ + ز- 


۱- دترمینان هر یک از ماتریس‌های زیر را محاسبه کنید. 


اس ۲ ۲ 
و ما 1 ۵ ۰ 


۲- وارون هریک از ماتریس‌های زیر را پیدا کنید. 


باه 


| | 


ح 


۳- کدام‌یک از عبارت‌های زیر برقرار نیست؟ 
الف) ۲ ۲8 ۲-۸ (۸19) (فرض کنیم ۸ و 13 و ۸2 وارون‌پذیر باشند) 
ب) ۲ ۲+8 ۱-۸ (ظ+ه) (فرض کنیم ۸ و 3 و 13+ ۸ وارون‌پدیر باشند) 
۳ متالی از یکماتریش ۲۶۷ پزید کهوارون آن با شودتن زار باه 
ش.ه ۳ #«ِ" 
۵- ار ۲ < ۸ در این‌صورت ( ۸) را پیدا کنید. 
۳ 2+۰ ۱ ۲ 
۶- مقدار ۸ را به گونه‌ای پیدا کنید که ماتریس ۱ ۲ ۱ وارون پدیر نباشد. 
و 


۷- در هریک از دستگاه‌های دو معادله دومجهولی زیر ماتریس ضرایب را نوشته و با استفاده از 
ماتریس معکوس ضرایب جواب دستگاه را بهدست آورید. 


2۷ ۷+ زر » < ۳ + ۲ 2۴ ۳۶-۷ 
(ج ۳ (ب ۳ (الف 
۱< ۴۲ - ۵ ۱< ۴۷ + ۶ 2۳ ۲۷ + 
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ماتریس سمت چپ را به صورت حاصل‌ضرب ۲ ماتریس بنویسید و مقادیر ۶ و ل را به دست 


آورید. 


-٩‏ معادلات زیر را با توجه به محاسبات در ماتریس‌های مربعی مرتبه‌ی ۲۲ حل کنید. 


۰ 
۳ ۵ ۴ اب ۲ ۰ ۰۱ ۱ ۱ 


شمارش 


آمروژهنه افراد جهت شتانتایی, آن‌ها شتاسه‌های مختلتی سبت"می‌ذهته از له قنبارهق 
شناسنامه. کد ملی و . ۰ به وسایلی مانند خانه. ماشین و . مه هت این فالکیت نها تارفن 
را ی ند جند رقم یا حروفی در کنار هم تشکیل شده‌اند. 


تالا 
یتغن 6 
ایب 4 


قبل از این ابداعات بشرء شناسه‌ها و ادها بی تحص به قرد کرعای خلفت وچوواه له است: 
اثر انگشت یکی از اين نشانه‌ها است که با دانستن آن می‌توان فرد را شناسایی کرد تال دیگر که 
ضمناً مهم ترین شناسه با کدی است که در وجود جانداران از جملهانسان قرار دارد 1((۷۸ است. 
کشف آن یکی از بزرگترین دستاوردهای علمی بر در قرن پیستم به سمار می‌رود. حتماً در سال 
گذشته با برخی خواص این ملکول آشنا شده‌اید. 

۸ منبع اطلاعات ورائتی هر شخص از جمله رنگ چشم, پوست, گروه خونی؛ قد و .. 
می‌باشد . در اجزای مختلف بدن حتی پوست و مو نیز یافت می شود. هم اکنون در موارد مختلفی 
از جمله امور جنایی از آن برای شناسایی اشخاص نیز استفاده می‌شود. 

همان‌طور که می‌دانید 1۳۷۸ از دو رشته‌ی بسیار طولانی که به موازات هم و مارپیجی هستند 
تشکیل تساست. اجزای ال این دو رفتهه جهار با آلن بهتامهای اختصناری ۲۰۲ +خروع۱ 
می‌باشند . 

همان طور که در شکل دیده می شود روبروی حرف؟ در رشته‌ی دیگر حرف 
۸ و روبروی 1) حرف ) قرار می‌گیرد .به بیان دیگر 7" و ۸ مکمل و 0 و 
نیز مکمل یکدیگر می‌باشند.اگر عناصر یک رشته ۳۸( را به طور افقی بنویسیم 
رشته‌ای بسیار طولانی به شکل زیر به‌دست می‌اید. 

0 0 و 


فرد در کشور از کد ملی که ۱۰ رقمی می‌باند استفاده می‌شود. حال تصور کنبد اس 


۱ سیتوزین, تیمین. آدنین و گوانین 


5 


کد بالا با این طول بسیار زیاد قادر است حه اطلاعاتی از بشر را منتقل نماید! 

۸ دستورالعمل ساخت پروتئین‌های مختلفی را صادر می‌کند. پروتئین‌ها از اسیدهای آمینه 
تشکیل شده‌اند. در حدود * ۲ نوع اسید آمینه وجود دارد. نحوه‌ی قرار گرفتن اسیدهای آمینه‌ی 
مختلف در پروتتین؛ نوع آن را تعبین می‌کند . سه حرف متوالی در طول رشته می‌تواند دستور ساخت 
اسید امینه‌ ی خاصی باشد و به رمز ژنتیک موسوم است. به عنوان مثال رشته‌ی 000۸6 در 
قطعه‌ای از رشته 10(۸ نشان دهنده‌ی ترکیب دو نوع اسید آمینه‌ی خاص! برای ساخت پروتئین 
خاصی توسط سلول است. 


_ 


به نظر شما اگر قرار بود 2۸ برای نامیدن یک اسید آمینه به جای یک رشته‌ی سه حرفی از 
رشته‌ای دو حرفی استفاده کند ایا می‌توانست ۲۰ نوع اسید امینه را نام گذاری کند؟ 
با انجام فعالیت زير به جواب این سوال دست خواهید یافت. 


۲۳۳۹۹ 


تعدادی از رشته‌های دو حرفی متشکل از ۴ حرف ۰۰7 0 و ۸ عبارتند از : 
۰ و)) ,6۸ ,)۸ ,۸1 ,ضشظر 

الف) تمام رشته‌های دو حرفی که به وسیله‌ی 1 ۰ ) » ) و ۸ ساخته می‌شوند را بنویسید. 

ب) ایا با دسته‌بندی مناسب يا رسم یک جدول يا نمودار می‌توانید همه‌ی آن‌ها را به شکل منظمی 
نشان دهید؟ 

ج) جگونه مطمئن می‌شوید که تمام حالت‌ها را نوشته‌اید؟ تعداد آن‌ها چند تا است؟ 

د) ایا می‌توانید با دسته‌بندی مناسب تعداد رشته‌های ۳ حرفی که با این ۴ حرف ساخته‌می‌شوند 
را پیابید؟ 

توجه کنید در بخش (د) از فعالیت فوق برخلاف (الف) نوشتن همه‌ی حالت‌ها به صورت دستی 
کال ساهها ی تست رایخ باقن کت روش شنیب که دا دحالت‌ها را شوخ کرو دنهد 
ارزش خواهد بود. ۱ 

جدای از مطلب شگفت انگیز فوق مسائل بسیاری پیرامون ما هستند که در رابطه با حل آن‌ها باید 
دست به کار شمارش شویم. 


۱.گلیسین و والین 


بای ار تصل غراهد مادک ال ادا کرضا حل کفو: 


7ص 


تمام اعداد سه رقمی را در نظر بگیرید که ارقام آن‌ها از مجبوعه‌ی ۲۰۷۲ ٩۱:‏ اتخاب شنده 
دا اه 
الف) جند تا از این اعداد هستند که دو رقم سمت جپ آن‌ها برابر ۱۲ است؟ 


ب) با تکمیل شکل روبه‌رو تمام اعدادی که با رقم ۱ 


شروع می‌شوند را پنویسید. تعدادشان چند تا است؟ ۱۶۲ رقم اول 


َ ۲ ۱ 
هستند؟ چند تا با ۷ شروع می‌شوند؟ ۱ 0 
دا کل آغدام هرن وهای ۱ 
۷ 
كِِ ۲ ۱ 

هگ 


تعداد اعداد دو رقمی با ارقام فرد را بیاپید. 
ارقام فرد عبارتند از ۰٩‏ ۰۷ ۳۰۵ و ۱.بنابراین با در نظر گرفتن نمودار حالت‌ها داریم : 


۹ و۵ و۱۳ و ۱۱ ۰ و رس م۳ 
۹ ۳۷و ۳۵ و۳۳ و ۳۱ 


ح اس حع که ص 


۱۱ ۳ 


ِ 
۳ 


حص. ت حع عع ص 
۷ 


درختی» حالت‌ها نامیده می‌شوند. 


امید برای خرید یک جفت کفش و جوراب ورزشی به یک فروشگاه رفت. در این فروشگاه کفش 


و خوررنگه سقیهی مشک ون سور ابر سار نک سیگ اب و شا عر ی فده بو : می‌خوآهیم 
بدانیم امید به جند روش مختلف می‌تواند خرید خود را انجام دهد. اگراو کفش سفید را انتخاب کند 


برای انتخاب جوراب سه گزینه دارد : 

۱- کفش سفید.جوراب سفید ۲- کفش سفید. چوراب آبی ۳ کفش سفید؛جوراب سبز 
اگوآر کف مشک را ات کت سجزدا رای آسهاباع اه رو جرف زد رای 
امید ۶< ۲*۳ روش مختلف برای خرید کفش و جوراب دارد. اگر جدول زیر را در نظر بگیریم 

کافی است در هر سطر یک علامت بزنیم. 


برای علامت زدن سطر اول دو حالت و برای علامت زدن سطر دوم ۲ حالت وجود دارد. بنابراین 
به ۶ طریق می‌توان جدول بالا را علامت زد. 


ات تست 


۱- بین دو شهر 26 و ۷ دو جاده و بین دو شهر ۷ و2 جهار جاده وجود دارد. به چند طریق 
می‌توان از شهر 26 (از طریق ۷) به شهر 2 رفت؟ 

۲- محسن قصد دارد تعدادی از دوستان خود را در روز عید قربان دعوت کند. او می‌خوا هد 
ناهار را خر آماده که: برای این کار در نظر دارد یک غذا و یک سالاد درست کند. اگر او طرز 
تهیه ۴ نوع غذا و سه نوع سالاد را بداند به چند روش می‌تواند ناهار را آماده کند؟ با استفاده از 
نمودار درختی نیز به سوال جواب دهید. 

۳- سکه‌ای را سه مرتبه پرتاب می‌کنيم. ممکن است در هر مرتبه به رو یا پشت به زمین بیافتد. جند 
حالت مختلف ممکن است رخ بدهد؟ اگر به رو آمدن را با 14 و به پشت آمدن را با 7 نشان دهیم. کلیه 
حالت‌ها را با استفاده از نمودار درختی نشان دهید. 


کت قرار اسف بف ارمون ۲ سقال در دار شود ف سوال یک تست جیار کهآ استها 
گزینه های الف» ب. ج و د > اگر فرار باشند.در هر سوال‌یکو تنها یک کرینه علامت رده شود به جند 
طریق مختلف ممکن است پاسخ‌نامه پر شود؟ 
ی رت را رف 
۲ «لف) (ب) نع) ری 
یف ۵ 3 0-۱ 


اگر خوب به مثال‌هاء فعالیت‌ها و تمرین‌های فوق توجه کرده باشید متوجه می‌شوید که وجه 

قثتر کی بخ همفاق [ ن‌ها وجود دارد. در هر کدام از ۳ ن‌ها حندین جزء وجود دارد . در مثال مربوط 
اب 9 
ارقام فرد دو جزء داریم. رقم یکان و رقم دهگان. در پرتاب سکه (تمرین ۳) سه جزء داریم. نتیجه‌ی 
پرتاب در مرتبه‌ی اول» دوم و سوم. جواب‌های به‌دست آمده در تمام حالت‌ها ما را به اصل ساده ولی 
مهم زیر رهنمون می‌سازند. 


وت 
هس 


اصل ضرب: هرگاه عملی از دو جزء مختلف تشکیل شده باشد و جزء اول به 1 طربق . 

مختلف و به ازای هر کدام از آن هاجزء دوم به 0 طریق مختلف قابل انجام باشد. آنگاه انجام 

71 آن عمل 0« حالت مختلف دارد. 

ره 

9[ اول به 10 طریق مختلف. جزء دوم به 8 

2 آن‌گاه انجام آن عمل به ۵ < 1010 

ات مات ای شیتی ات 

البته با توجه به الگوی فوق می‌توان اصل ضرب را به اعمالی با هر تعداد جزء تعمیم داد. 


‌َ 


۱ - حند کلمه‌ی دو حرفی با استفاده از حروف 2 ۰ ۰۰۳ و 0 می‌توان تمساخت؟ 
برای ای ین کار کافی اسبت مشخصن کتیم جرب اول و دوم چه هستند, اک اک وی تاکن 


حرف در نظر بگیريم. ۱ 


پر ۳۳۶ 


‌ 


۲- چند عدد جهار رقمی با استفاده از ارقام [۱,۲,۳,۴,۵,*) می‌توان ساخت. طوری که 
بر ۵ بخش پدیر باشد؟ 

اگر جهار جایگاه به شکل زير برای ارقام در نظر بگیریم و تعداد حالت‌های ارقام را بالای هر 
جایگاه بنویسیم داریم : 


بنابراین طبق اصل ضرب جواب برابر است با ۳۶۰ ۶۲« ۵:۶ . توجه کنید رقم صفر 
نمی تون در ضا رگا تست تسا اتید بتابراین این جایگاه ۵ حالت دارد» جایگاه سمت راست هم دو 
حالت دارد ارقام 9 يا ۵. 


۳- با استفاده از سسه رنگ آپی» فرمز و سبز به حند روش می‌توان خانه‌های جدول زير را رنگ کرد؟ 


۱. ۱ 


برای رنگ آمیزی هر خانه سه انتخاب داریم. بنابراین طبق اصل ضرب جواب برابر 
۳۲۳۳۰۳۰2۸ است. 


_ِ__ 


۱- با استفاده از دو رقم ۲ و ۱ جند عدد ۵ رقمی می‌توان ساخت؟ 


بودن عضو و * متناظر نبودن است. به عنوان مثال کد ۰۱۳۱۱۰ متناظر مجموعه‌ی (۳,۴,۵] 
است. صفر در جایگاه اول کد یعنی عنصر یک در مجموعه نیست و یک در جایگاه چهارم یعنی ۴ 
در محموعه هست و .... 

الف) کد ۱۰۰۱۱ ۱متناظر حه زیر محموعه‌ای است؟کد متناظر زیر مجموعه‌ی تهی حیست؟ 


ب) تعداد کدهای ۶ تایی از ۱و » جند است؟ تعداد زیر مجموعه‌های (۶, ... ,۲۱,۲ جند است؟ 
جً در حالت کلی تعداد زیر مجموعه‌های (1۱,۲,...,1 جند است؟ 
۳- یک عدد سه رقمی را متقارن می‌نامیم اگر رقم یکان و صدگان آن برابر باشند, مانند ۰۲۳۲ 


جند عدد سه رقمی متقارن داریم؟ 


۴- الف) عبارت (۷ +۱۷ +)(+) پس از محاسبه جند جمله دارد؟ 
ب) عبارت ( +0()6 + 2()2 + ۱۷ + ) پس از محاسبه حند جمله دارد؟ 
۵- چند عدد سه رقمی بدون رقم ۸ داریم؟ 


۶- با استفاده از سه رنگ آبی» قرمز و سبز به حند روش می‌توان خانه‌های شکل زیر را وگ 34 
طوری که خانه‌های مجاور رنگشان متفاوت باشد؟ 
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۷- در سرزمین گچ‌های نقاشی ب8: :2 2 از شهر ش میتی از شهر و ,هریت ری 
از شهر ") برای گردش فضایی با فضا پیمای آلفا ثبت نام کرده‌اند. می‌دانيم 2۱ ۳ 0۱ . 2 ۳ ۳ 3۳ 
با به و 6 سازگار نبوده و نمی‌توانند پا هم سوار فضاپیما شوند. در ضمن فضاپیما ظرفیت ۲ نفر دارد 


که قرار است از هر شهر یکی سوار بشود. به جند طریق می‌توان سه نفر را رهسپار کرد؟ (راهنمایی : از 
نمودار درختی استفاده کنید.) 


جایگن ظ 


مثل‌های زیادی وجود دارند که ترتيب انجام اعمال در آن‌ها مورد توجه است. قطعً رای پوشیدن 


انس سب 


احمد. آرش و رضا به عنوان دانش‌آموزان ممتاز استان شناخته شده‌اند. به همین مناسبت در 
مرکز استان مراسمی جهت تقدیر از 1 ن‌ها ترتیب داده شده است و قرا ر است یکی یکی جهت دریافت 
هدایای خود بالای سکو بروند. قطعاً روش‌های مختلفی برای بالا رفتن آ ن‌ها وجود دارد ار ار 
احمد, دوم آرش و سوم رضا یا اول احمد, دوم رضا و سوم آرش و . . می توان پا استفاده از نمودار 


درختی حالت‌ها را شمرد. 


الف) جدول روبرو را کامل کنید. 


ب) با استفاده از اصل ضرب جه‌طور می‌توان به این سوال 
جواب داد؟ 


0 


«ِ‌ً 


جهار نفر به جند طریق می‌توانند در یک ردیف کنار هم بایستند؟ 


باقیمانده می‌تواند بائد پس ۳ حالت دارد. برای نفر سوم و جهارم به ترتیب ۲ و ۱ حالت وجود دارد. 
در نتیجه طبق اصل ضرب جواب برابر ۲۴ -۴<*۳<۲<*۱ است. مشابه فعالیت قبل با استفاده از 
تموذاز دزی ثر صواب دساف یرل ووشخ ات که حه اخداد پر کش باششد مایشن یه 
وسیله‌ی نمودار درختی دشوارتر است. ۱ 

در فعالیت و مثال بالا نحوه‌ی قرار گرفتن افراد مطرح شده است که در آن تنها ترتیب قرار گرفتن 
تعیین کننده است. موارد بسیاری در مسائل روزمره وجود دارد که نحوه‌ی قرار گرفتن اشیایی کنار 
هم مطرح می‌شود. 


" آگر تعدادی شیء متمایز داشته باشیم به هر نحوه‌ی قرار گرفتن آن‌ها در کنار 
ورب میت می گوبيم. 


تست 


۳ 


مج 


مت رت 


به عنوان مثال ۸86 39۸ و 130۸ سه جایگشت مختلف از سه حرف ۸ و 8 و 6 


َ 


روشن است که باید تعداد جایگشت های ارقام ۱۰۲۰۳۰۷۰۹ را پیدا کنیم. به عبارت دیگر باید تمام 


۳۳۳۳۳ 


برای جایگاه اول ۵ حالت؛ جایگاه دوم ۴ حالت؛ وجود دارد. (مطابق شکل زیر) 


۵ ۳ ۳ ۲ ۱ 


پس جواب طبق اصل ضرب برابر است با ۴۳۲۱ <۵ <۱۲۰. 
معرفی یک نماد : برای سهولت در محاسبات حاصل ضرب اعداد متوالی از ۱ تا ظ را با نماد 


به عبارت دیگر داریم : ۲۷۰۲ 11-۱ . توجه کنید که : ۱!<۱ 


ك 


تعداد جایگشت‌های حروف کلمه‌ی «کشورمان» پرابر است با !۰۷ 
با توجه به شل‌های فوق گزارهکلی زیر در مورد عداد جایگشت ها قابل بان است: 


1 


تعداد جایگشت‌های 1 شیء متمایز برابر با #! است. 


اه مرا باقن موی زاس تحا 6و وا اه با ات کی 
تو مورد واژه , 
۳- حاصل عبارت‌های زیر را به دست اورید : 


- ۴۱ +۳۳۱ +۲۱ +۱۱( ۱ 
۱ ۱ +۳۱ +۲۱ + 
(-ج) ۲ 


۳- حاصل ضرب ٩۹*۱۰*۱۱‏ *<۸ را با استفاده از نماد فاکتوریل نمایش دهید. 
۴- ۱۰ نامه‌ی مختلف را به حند طریق می‌توان در ۱۰ پاکت مختلف قرار داد؟ 


۲۳۳ 


با استفاده از تنها ۲ رقم صفر و جند نماد فاکتوریل و پرانتز و اعمال ریاضی عدد ۶ را بسازید. 


آ‌ 


۰ نفر دانش‌آموز دبیرستانی در مسابقه‌ی دو ۱۰۰ متر شرکت کرده‌اند. نفرات اول, دوم و سوم 
مدال طلاء نقره و برنز دریافت خواهند کرد. به جند طریق ممکن است که برندگان طلاء نقره و برنز 
تشخی قر زد 

برای مشخص شدن مدال طلا ۱۰ امکان وجود دارد برای مدال نقره ٩‏ امکان و برای مدال برنز 
۸ امکان وجود دارد. بنابراین مطابق اصل ضرب جواب برابر ۱۰۹۸ یعنی ۷۲۰ است. که 


۳ ِ 

می‌توان آن را ۳ نیز نشان داد. 
در این مثال یک جایگشت سه تایی از ۱۰ نفر مورد نظر بود به طوری که ترتیب آن‌ها نیز نفرات 
اول تا سوم را مشخص می‌کرد. به طور کلی اگر جایگشت های ‏ تایی از 0 شیء متمایز مد نظر باشد 


‌ 


2 ۱ 
تعداد آن‌ها پرابر است با : ((۱-)-۱(60-۰..)8- 208 که برابر است با 3؟ 


اه 
سس 2 ۱ 
۱ تعداد جایگشت‌های 16 تایی از #شی» متمایز را معمولا با نماد (1, ۳۵ نشانح| 
۱ می‌دهند و داریم: ۱ 
ی (۳)0,16 
3 !(0-1) ِ 
لس توجه کنید که: 0 > >1 
« ی ۳ ۳ 


2۱ در مورد معنای (0,1)"] بحث کرده و به دو روش نشان دهید !8 < (ظ, )۳ . 
۲- جند رشته‌ی (کلمه‌ی) سه حرفی با حروف متفاوت انگلیسی می‌توان نوشت؟ 
۳- درون بشقایی یک سیب یک پرتقال و یک انار گذاشته شده‌است.اگر از بين ۶ نفر ۳ نفر به 


طرف بشقاب رفته و هر کدام یک میوه بردارند به جند روش ممکن است ۳ میوه توزیع شده باشند؟ 
۴- نان دهید تعداد جایگشت‌های ۵ حرفی از حروف کلمه‌ی 001000۷0167 که حرف اول بی‌صدا 
باشد برابر (۴ ,۵۳6۷ است. 


به یاد داشته باشید که یکی از مهم‌ترین ویژگی‌ها در مبحث جایگشت. ترتیب قرار گرفتن اشیاء 
است. به عنوان مثأل دو عدد ۱۲۳ و ۳۱۲ با هم یکی نیستند و در اصل دو جایگشت متفاوت از 
اعضای (۳ ,۱,۲ می‌باشند. همحنین در مثال گذشته اگر برندگان مدال طلاء نقره و برئز مثلا علی» 
خفن هه لته فرق نی کله نا رفن که اند عسیشرعان ان عانل بقع ک در اسان رم 
تفاوت‌ها ترتیب قرار گرفتن اشیاء است. در بخش بعد با دسته‌ای از مسائل آشنا می‌شویم که ترتیب 
قرار گرفتن اشیاء مهم نیست. 


_ِ_«, 


۱- تمام جایگشت‌های حروف کلمه‌ی ۱۷۵167 را در نظر بگیرید. 
الف) تعداد آن‌ها حند تا است؟ 

ب) در جند تا دو حرف ۸ و ۷ کنار هم هستند؟ 

ج) در چند تا دو حرف ۸ و ۷ کنار هم قرار ندارند؟ 


۲- تعداد جایگشت‌های حروف کلمه‌ی 600۷06 که در آن سه حرف 0 »10 و 6 به صورت 
0 قرار گرفته باشند جند تا است؟ 

۳- چند تابع یک به یک از مجموعه‌ی (۱۰,... ,4۱,۲ به مجموعه‌ی (۱۰, ... ,1۱,۲ قابل 
تعریف است؟ 

۴- چند عدد ۵ رقمی زوج با ارقام متمایز داریم؟ 

۵- در یک شرکت که ۲۵ عضو دارد قرار است یک رئیس, یک منشی و یک خزانه دار انتخاب 
شوند. اگر هر عضو فقط در حداکثر یکی از این سمت ها بتواند باشد به جند طریق می‌توان انتخاب 
انها را انجام داد؟ 

۶- به حند طریق می‌توان ۴ کتاب مختلف ریاضی و ۲ کتاب مختلف فیزیک را در یک قفسه کنار 
هم چید طوری که کتاب های فیزیک همگی کنار هم بانند؟ 

و اگر در یک سالن دو ردیف صندلی و هر ردیف ۰ صندلی باشد. مشخص کنید به جند طریق 
۶ داش نود اول دییرستان: ۳ دانش‌آموز دوم و ۴ دانش‌آموز سوم دبیرستان می‌توانند روی آن‌ها 
بنشینند طوری که اولی‌ها در ردیف اول و دومی‌ها در ردیف دوم باشند؟ 


رن 


است به خط پایان برسند؟ (امکان هم زمان رسیدن را نیز در نظر داشته باشید!) 


ترکیب 


در اکثر مساتلی که تا به حال حل کرده‌ايم ترتیب قرار گرفتن اشیاء اعم از حروف. ارقام و.. 
مهم بود. در پاره‌ای از مسائل ترتیب اشیاء به هیچ وجه مهم نیست. به عنوان مثال فرض کنید زهرا 
خواسته باند ۳ کیلو شیرینی که هر کیلو از آن از یک شیرینی خاص است (سه نوع شیرینی) برای 
مهمانان از شیرینی فروشی محل خریداری کند. زهرا پس از ورود به شیرینی فروشی متوجه می‌شود 
در آن‌جا ۷ نوع شیرینی مختلف برای فروش وجود دارد. بنابراین برای تهیه‌ی سه نوع شیرینی 
مختلف گزینه‌های مختلفی برای او وجود دارد. قطعاً گزینه‌هایی که زرا با آن‌ها مواجه است به 
ترتیب سه نوع شیرینی ربطی ندارد! تنها سه نوح انتخاب شده مهم است. يا اگرقرا رباشد از افراد یک 
کلاس ۲۰ نفره ۳ نفر را برای نمایندگی در شورای داد ش‌آموزی انتخاب‌کنيم در انتخاب ما ترتیب 
اًْ ن‌ها اهمیتی ندارد ۳ ن‌ها ترتیب برای 
ما اهمیتی ندارد. حال به فعالیت صفحه‌ی بعد توجه کنید. 


یت 


در یک مسابقه شطرنج» ۵ شطرنج باز برتر شمرکت کرده‌اند. قرار است هر دو شطرنج باز یک 
بار با هم مسابقه بدهند. 


الف) هر شطرنج باز جند بازی انجام خواهد داد؟ 
ب) تعداد کل بازی‌ها حند تا است؟ 
ج) اگربرای شبرکت کنندگان شماره‌های ۱ تا ۵ را در نظر بگیریم» تمامی بازی‌ها را مشخص کنید. 


د) در کدام قسمت مسئله ترتیب آهمیت ندارد؟ 
تمونه‌ی دیکر از مواردی که ترتیب‌در آن‌ها اهمیث ندازد مجموعه‌ها است» همان گونه که می‌دانین 
ترتیب اعضاء برای مشخص کردن یک مجموعه مهم نیست. به عنوان مثال مجموعه ی ۱,۲,۳ با 


مجموعه‌ی (۲,۱,۳) یکسان است. به عبارت دیگر (۲,۱,۳) <(۱,۲,۳) . 
انم.هر بخالی ابنت کهدو شایکشت ۱۲۲ ۲۱۳ ناوت ضتتتق: 


می‌خواهیم تعداد زیرمجموعه‌های ۳ عضوی ,٩(‏ ... ,۲,۳ ,۱) را پیدا کنیم. تعدادی از آن‌ها 
ار ی ۱ 


جلوی هر کدام از زیر مجموعه‌های فوق تمام جایگشت‌های اعضاء را می‌نویسیم. 
رهق ی را 
۱ 
در دو سطر فوق ۲۶ بسایکشت میتی تقد ات 
الف) جلوی (۳,۴,۹) جه جایگشت‌هایی نوشته می‌شوند؟ 
ب) زیرمجموعه‌ی ۳ عضوی دیگری در نظر گرفته و مشابه عمل بالا را برای آن انجام دهید. 
ج) ایا ممکن است برای دو زیر مجموعه ۲ عضوی مختلف دو جایگشت یکسان به‌دست آمده باشد؟ 
د) اگر تعداد کل زیر مجموعه‌های ۳ عضوی را که فعلا برای ما مجهول است با 2 نشان دهیم, 
تعداد کل جایگشت‌های تایی متناظر با آن‌ها که قسمتی از آن در ابتدای فعالیت و بند (الف) و (ب) 
به‌دست امده برحسب ۸ حه مقداری است؟ 


هم با توجه به این که تعداد جایگشت‌های ۳ تایی از اعضای )۱,۲,۰..,٩(‏ برابر )٩:۳(‏ است 


و همحنین با استفاده از (د) 2 را تفه 


هه 


تعداد زیر محموعه‌های ۴ عضوی ۰ ۱ را نیاییك. 


تعداد جایگشت‌های ۴ تایی از اعضای (۱,۲,۰..,۱۰) برابر است با * او طرفی اکر رتیت 
کی رن ِ 
عنوان مثال هر دو جایگشت ۱۲۳۴ و ۴۲۱۳۲ نشانگر مجموعه‌ی (۱,۲,۳,۴) هستند. بنابراین کل 
جایگشت‌های ۴نایی به دسته‌های ۲۴تایی تقسیم می‌شوند که هر دسته به مجموعه‌ی ۴عضوی یکسانی 
اشارهذارند: ویرا تعداد خایکشت‌های ۲ عضو تابت۲۱ انست» کر شبخه نداد کل زیر تصوخه‌های 


- است که عبارت است از ---. 


جهارتلی ار 7 !۶ ۲۴ ۴!۶۱ 


زیرمجموعه‌ها يا انتخاب‌های ۴تایی از اعضای (۱,۲,...,۱۰) ترکیب‌های ۴ تایی از اعضای 
9 ی نیز نامیده می‌شو ند . 


- 


"" به طور کلی تر کیب‌های تایی از 9 شیء متمایز به انتخاب های تایی از آن 9 شیء اطلاق ۱ 


سمی‌شود که در آن‌ها ترتیب فاقد اهمیت است. 
با توجه به مثال و فعالیت بالا می‌توان فرمول زير را ارائه نمود. 


ا9 


تعده ترکیبهایاای ز شع مس ورزر ست. در ضمن این تعداد <] 


رابا نماد (8,1) یا 5 نیز نشان می دهند. بنابراین: ۱ 


"ٍِ 81 
۱ 1[ 1۱-10 


1 
) 8 را بخوانید «انتخاب ‏ از 0) 


۱ 


۱ 


با توجه به موارد بالا ‏ فرط > در فرع[ )رای است. 
1 


»‌ 


هم 


۱- با مراجعه به متن درس بگویید تعداد گزینه‌های خرید سه نوع شیرینی برای زهرا جند تا است؟ 
۲- در مثال قبل با توجه به فرمول 1 مشخص کنید 0 و 1 حه اعدادی هستند؟ 

1 ۱ 
۳- تساوی‌های زیر را ثابت کنید : 


ماج 
ار( 


۷- مرول درکن که[ ] 


طریق می‌توان ۷ تا از آن‌ها را روشن کرد؟ دو پاسخ را با هم مقایسه کنید. 
۶- تعداد زیر مجموعه‌های جهار عضوی مجموعه‌ی (۷,۲,...,۷) < ۸ را بیابید. به جند طریق 
می‌توان ۲ عضو از محموعه‌ی ۸ حدف کرد؟ دو جواب را مقایسه کنید. حه توضیحی دارید؟ 


۷- با توجه به دو تمرین قبل یک تساوی برای 8 بیان کنید. 


ِ‌ 


- از میان ۶ دانش‌آموز اول و ۸ دانشآموز دوم به جند طریق می‌توان کمیته‌ای ۵ نفره تز ۳ 
داد به طوری که ۳ دا: تیآ اول و ۲ دا ش‌آموز دوم باشند؟ برای انتخاب ۳ دان تک موز اول 7 


۱ ۸ 
راه وجود دارد و برای انتخاب ۲ دانش‌آموز دوم 1 روش داریم. بنابراین طبق اصل ضرب 


ای زا اس 
۳۱۱ 


اون یک ابازشتان که ۰ خانوار زندگی می‌کنند قرار است یک شورای ۴ نفره متشکل از 
اقضای ان کی ود 4 رشان ها رن با تفت تخت شین | شوه . به حند طریق 
ممکن است شورای ۴ نفره تشکیل شود؟ 


0 


این کار ٍ حالت وحود فارو: پس از انتخاب چهار خانوار از هر کدام به دو حالت یک نفر 


می‌تواند انتخاب شود. بنابراین جواب مسئله برایر ۳ است:ن 


_ِ_ 
ی .بل )| 


۲- از میان ۷ کشتی گير و ۵ وزنه بردار به جند روش می‌توان ۳ نفر انتخاب کرد که حداقل یک 
نفر کشی‌گیر باشد؟ 

۳- در یک مسابقه ورزشی» ورزشکارانی از ایران. روسیه. فرانسه. ترکیه 9 شرکت 
کرده‌اند. قرار است برای ارتباط بهتر ورزشکاران با هم تعدادی فرهنگ لغت به منظور آشمنایی هر 
ورزشکار با سایر زبان‌ها تهیه شود. جند نوع فرهنگ لفت لازم است؟ 

۴- تعداد زیرمجموعه‌های زوج عضوی (۱,۲,...,۱۰) را بیابید. (مجموعه تهی با صفر عضو 
زوج عضوی است.) ۱ 

۵- هفت نقطه روی محیط یک دايره قرار دارند. جند مثلث مختلف می‌توان کشید که رتوس آن 

۶- از هر یک از شهرهای بیرجند. بوشهر» سنندج. زاهدان و یزد ۲۰ دانش‌آموز به اردوگاه 
دانش‌اموزی میرزا کوجک خان دعوت شدهاند, به جند طریق می‌توان سه دانش‌آموز که دو به دو 
غیر هم‌شهری هستند انتخاب کرد؟ 


۱- بیرونی نامه, ابوالقاسم قربانی, سلسله انتشارات انجمن آثار ملی. 


۲ تحلیل‌های ریاضی و کاربرد آن در اقتصاد و بازرگانی» جین.ا.وبر ترجمه حسین‌علی 
پورکاظمی, انتشارات دانشگاه شهید بهشتی. 


۴- ریاضیات ۲ حاپ ۰۱۳۸۷ دکتر اسماعیل بابلیان. میرزا جلیلی. رضا شهریاری اردبیلی و دکتر 
علیرضا مدقالحی. 


۵- ریاضیات پیش‌دانشگاهی جلد اول» لوییس لیتهلد. ترجمه محمد رجبی طرخورانی و عمید 
رسولیان: انتشارات دانشگاه شیف ان 


۶- ریاضیات پش‌دانشگاهی» اس. نی هو؛ ترجه محمد جلوداری ممقانی و لیدا فرخو» 
اقا ات داشگاه پیام نور. 


۸- سلول‌های بنیادی. حلد اول. سلول‌های ادن جنینی؛ دکتر حسین بهاروند. انتشارات خانه 
زیست‌شناسی. 


-٩‏ مقدمه بر اقتصاد ریاضی» حسین ذوالنور» انتشارات جهاد دانشگاهی دانشگاه شیراز. 


۱ 


۱۰-۸۰ 26۵2۷16۲ 02۳016۲] ۸۱۵00۲۵ 2۳04 ۰ 


ععصتاااظ هل مفصصع ۸ عطمععظ رومجمج۵ع111 قمع ۸۱۵۵۳0۳۵ ۱۱ 
(2007 ,۷۷۵۹۱۵۷ ۸001908 ,360) 


1۵۵0۵۵ مموممموا ره هامعاه هام1 ما۸ ۱۲ 
89001 


2 01002 ,11۱۵0۵۵۴۵۵ 01 ۱8۵۷۵10۵۵012 وعصوظ فلبام‌یل‌م۸ ۱۳ 
2007(۰) 


-0160) رهم90۱۷ ممماهام۲۳۳ 24 فالتا رعامععمم :1 معاعواه منم021110 ۱۴۰ 
2006(۰) ۳۱۱۱۱ ۱۲۵۵۲۵۷ 6۵8 


-160) رعصا۷ ]5۵ صعاها۵0:ظ 4ص رولاتاو ,0۵8۵6۵۵1 :2 ۸۱۵60۲۵ 0211101۳012 -۱۵ 
( ۱۷۲۵0۵1۵۷( 60۵ 


۰ 0.۳ 11۱۵000۵۳۵۵۲ بطه]۱۷ و۱۷2 12۰۸۵۵۲095 -۱۶ 


-ع111 0۴ ۱9561۵1 جرمزیا۱۷]۵ وعصصع[ رما هه ففتاتین 080 ره 122۷10 ۱۷ 


1۳1020561)2004(۰ظ «صوم‌جومی 0ص طله۳۱6 .۱ ممتاهماامو مه 16 تامهم 


۷ مطعوم۳.۳۴ طامصممک رفممتاه‌تامنه مه وملامصصمطاه ۱۷ مامتوزنا ۱۸ 
۰ ,۳۱۱11621108 ۲۲۱۱1 0۷) 


۰ ۳0۲۵5۹۳۴۱۵۴۲ )6۵0 ۱۷]2)6۳0۵)1605 ۵۱0/188۵ ۱۹-۲ 
1998(۰) ,]۸۲۲ ,طم1اع۸ ط1 ما۱۷ وه‌طم۱۵0 ۱۷۲۰۳۲ ,)200101ظ6.۳) ۲۰۰ 


۰ ,۱۷۱۵101 .ی 1. ل ,۱۵20678 ۶۵ وعلاه م۱۷۲۵ ۲۱۰ 


‌ 


۰ ,۱۷۱۵1013 .ی 1. ل ,فامم 0و ۶۵ وعلاهجصرم۱۷/]۵۱ ۲۲۰ 


۵۵۵ مو01)10ظ مهبم ععا۱.۱۱ ومعاتهطن مفععل1 لهع1)هصصمط۱۷]2 ۲۳ 
فتاه بط فصتلامی 


۰ 6۱۵9 ۱۷۱۵)۵۵۴۱۵ [ممطعو 10 ولتقل‌صها5 ی ومام۳۳۵ -۲۴۳ 


00۵۵۵ ومتامصصمطاه] ۵۶ مونا رهل ۱۷۵ ,وعتاهمصهط/۱۷]2 1716 ۴621 -۲۵ 
۰ 0۵0۵0 ۲6۵1۱۱۷) [[۱۷]۱۵)۵۵ ۱۷۷۰ رد0 رتم۱۷۲:)۵122 ج2 ۲۱۷ 


0100۵ مه ومتافتاهاه رفعمتامصن۲ موهطاه 24 «صموا مق -۲۶ 
.(1998) 9۳۸۵۲ رصمتات ۳ 5660960 


ص۵0 111208۵08۵ 103 ۸۸026690۵ :۲۷-۲1 
۰ .1۱۱۰ ۱۷۲۵۲ ,۵نامه۱۷]۵۱6 .5ع1عقظ ,رامجط۲1112080 ۲۸۰ 


۵ 1 5۸۹۴ ۲1۷5۹/۲۳۲ ۷۲۱۷۱۷۰ -۲۹ 
۰(سوالات قابل انتشار 2003 ۳1۷165) 


۰ اسب هد 


تفطموگناها 0 گنها ارسال نمشد 
مب 0 
1 


سر وه ۳ 
نم ۱ 
۱ 


3 
سم 
ی ۱ ۳ 
ابا ی ی ات ۸ شا موی و و با اک رافهصط: 


